Geometria e gruppi Esercizi, 02/05/03

(M, g) & una varietd Riemanniana di dimensione n.

1. Sia FY = do? + 3. 0¥ A o 1a matrice di curvatura (della connessione di Levi-Civita).
Provare che F; = —F}; dove Fj; = FFgy;.

2. Sia A¥ = A¥(R™)* lo spazio delle forme alternanti di grado k¥ su R". Verificare che
'applicazione naturale b : S?(A?) — A* definita da

bla®pB)=aAp=pFAq, a, B € A

¢ suriettiva.

3. Sia R lo spazio dei tensori con le stesse simmetrie (studiate a lezione) del tensore di
Riemann R. Verificare che R = ker b.

4. Sia n = 2. Trovare il legame preciso tra la curvatura scalare s = R jiegﬂ e la curvatura
Gaussiana della superficie M.

5. Si consideri la derivata covariante
VR = ZR"jke;mei RedR@eFRef@e™ e R AL

Verificare (dalla seconda identita di Bianchi) che R'jkem + R'jmk; e + R jom; ke = 0.

6. Sia n > 3. Si supponga che il tensore di Ricci sia un multiplo della metrica in ogni
punto, cioe Rj;, = Ag;r dove A & una funzione. Dedurre, mediante l'esercizio prece-
dente, che A\ & costante.

7. Siindichi con S*¥ il sottospazio del prodotto tensoriale ®k (R™)* che consiste nei tensori
totalmente simmetrici. Verificare che dim(S*) ¢ il coefficiente binomiale ("*F7").
Provare poi che R e isomorfo al nucleo dell’applicazione

b SH(S%) — st

con simmetrizzazione al posto di antisimmetrizzazione.
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