Geometria e gruppi Esercizi 24/02/03

1. I1 gruppo U(n) consiste nelle matrici M € C™" tale che MM=1.
(i) Provare che ogni elemento M € U(2) con det M =1 ha la forma (% _Eb> .

(ii) Verificare che lo spazio tangente T;U(n) & uguale all’insieme u(n) = {P € C*" :
P+ PT= 0} delle matrici anti-Hermitiane. Verificare che qualsiasi matrice M € C*"
si scrive in modo unico M = P + i@ con P,Q € u(n).

2. 1l gruppo Sp(n) consiste nelle matrici @@ € H™" tale che QTQ =1.

n
(i) Verificare che ogni colonna (qi,...,¢,)" di @ ha norma 1, cioe Y. |¢[* = 1.
i=1

Dedurre che Sp(n) & uno spazio topologico compatto.

(ii) Provare che la dimensione di Sp(n) come varieta & n(2n + 1).

3. Sia G lintersezione Sp(n,R) N O(2n) in GL(2n,R) (abbiamo visto che questa &
isomorfa a U(n)). Si consideri

Ge.=Sp(n,C)NO(2n,C) = {MeGL(2n,C) : M'™M =T e M"JM = J}.

(i) Mostrare che G. C H dove H = {M e€GL(2n,C) : MJ = JM}.
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(iii) Dedurre che H = GL(n,C)xGL(n,C) e che G, = GL(n,C).

(ii) Scrivendo M = ( ) e PL=A+iB, provare che M € G, & P,’P_=1.

4. Sia SL(n,H) il sottogruppo di GL(n,H) che consiste nelle matrici A + Bj € H""
con A, B € C"" e det (% _ZB) =1. Verificare che SL(1,H)=SU(2). E vero che

SL(n,H) & compatto per ogni n > 17

5. Si identifichi R® con lo spazio ImH generato da i,j,k € H. Sia (e, es, e3) una
seconda base ortonormale di R® con e; A ey = e3. Dato p = cosf + (sinf)e; € H,
verificare che 1'applicazione fp:R® — R® definito da f,(q) = pgp ¢ una rotazione
di 26 con l’asse parallelo a e;.

6. Si ricordi che due matrici A, B € C™™ sono simili (scriviamo A =~ B) se esiste
M € GL(m,C) tale che MAM~' = B. Diciamo invece che A,B € C™™ sono
consimili (A ~ B) se esiste M € GL(m,C) tale che MAM~! = B.

(i) Verificare che A ~ B = AA ~ BB. Provare che AA~ 1 = A~1 (I ¢la
matrice identica; si calcoli AM con M =eA+e17).

(ii) Posto m = 2n, verificare che la classe di equivalenza {A € C™™ : A ~ J} & in
corrispondenza biiettiva con lo spazio dei laterali GL(2n, C)/GL(n,H).

(iii)* Posto m = 2, siano A, gli autovalori di AA. Provare che ci sono solo le due
possibilita: (a) A =7, oppure (b) A, u sono reali e positivi.

http://calvino.polito.it/ “salamon/GG



