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Einleitung

Aus der klassischen Differentialgeometrie von Kurven und Flichen im drei-
dimensionalen euklidischen Raum entwickelte sich nach Einfiihrung der Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten die allgemeinere Differentialgeometrie von Un-
termannigfaltigkeiten. Zunéchst untersuchte man iiberwiegend die Geometrie
von Untermannigfaltigkeiten in Rdumen konstanter Kriimmung, insbesondere
im euklidischen Raum beliebiger Dimension, in der Sphére und im reell hyper-
bolischen Raum. Erst in jiingster Zeit beschiftigte man sich intensiver mit
Untermannigfaltigkeiten auch in anderen Riiumen, beispielsweise in Kahler-
Mannigfaltigkeiten oder in symmetrischen Réumen. Die vorliegende Arbeit soll
einen Beitrag zur Differentialgeometrie von Untermannigfaltigkeiten in Kéhler-
Mannigfaltigkeiten konstanter holomorpher Schnittkrimmung, den sogenann-
ten komplexen Raumformen, liefern. Im Vordergrund stehen hierbei die beiden
nicht-euklidischen Standardrdume konstanter holomorpher Schnittkriimmung,
also der komplex projektive Raum und der komplex hyperbolische Raum.

In §1 fassen wir Grundlagen aus der Theorie komplexer Mannigfaltigkeiten
zusammen. Ferner geben wir die bekannte Konstruktion des m-dimensionalen
komplex projektiven Raumes CP™ bzw. des m-dimensionalen komplex hyper-
bolischen Raumes CH™ mit Hilfe der Hopf-Abbildung von der Sphire §2™+1
auf CP™ bzw. vom anti-de Sitter Raum H2™*! auf CH™ an.

§2 enthilt zundchst einige Grundlagen iiber Untermannigfaltigkeiten von
komplexen Raumformen (Bezeichnungen, Definitionen, fundamentale Gleichun-
gen, Beispiele). Wir klassifizieren dann in 2.4 bzaw. 2.5 die total-geoditischen
bzw. sphirischen Untermannigfaltigkeiten von CP™ und von CH™. Diese Klas-
sifikationen sind zwar im wesentlichen bereits wohlbekannt, jedoch ist unsere

Herleitung hier elementar und in dieser Form in der bekannten Literatur nicht
zu finden.

In §3 untersuchen wir das Verhalten der Geodétischen von Untermannig-
faltigkeiten in $?™+! bzw. H?>™+! unter der Hopf-Abbildung (Theorem 3.3).
Dabei erhalten wir neue Charakterisierungen gewisser Klassen von Unterman-
nigfaltigkeiten in CP™ bzw. CH™ (Satz 1 in 3.3). Weiterhin zeigen wir, daf eine
Untermannigfaltigkeit von CP™ bzw. CH™ genau dann geoditisch vollstindig
ist, wenn ihr Urbild unter der Hopf-Abbildung geoditisch vollstéindig ist (Satz
2in 3.3). Die Herleitung von Theorem 3.3 basiert auf Gleichungen, die den Zu-
sammenhang zwischen den Levi-Civita-Ableitungen bei pseudo-Riemannschen
Submersionen beschreiben (Theorem 3.2). Diese Gleichungen verallgemeinern
die bekannten Formeln von O’Neill [ON1].

In §4 befassen wir uns mit Rohren und Fokalflichen in Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten. Bekanntlich bilden Rhren um Untermannigfaltigkeiten eine
wichtige Klasse von (immersierten) Hyperfidchen in der Riemannschen Geome-
trie. Wir erértern hier eine Moglichkeit zur Berechnung der Hauptkriimmungen
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solcher Rohren, die auf einer Diskussion sogenannter M-Jacobifelder (4.1) be-
ruht. Zunéichst stellen wir das Differential von Réhrenabbildungen mit M-
Jacobifeldern dar (Theorem 4.1). Als geometrische Anwendung erhalten wir
eine Charakterisierung der Brennpunkte von Untermannigfaltigkeiten (Satz 4.3).
Ist eine RShrenabbildung um eine Untermannigfaltigkeit eine Immersion, so
lassen sich theoretisch die Hauptkriimmungen der induzierten ROhre mit M-
Jacobifeldern beschreiben (Satz 4.4). Praktisch durchfiihren 1i8t sich eine Be-
rechnung der Hauptkrimmungen nur dann, wenn die M-Jacobifelder explizit
bekannt sind, also zum Beispiel in lokal-symmetrischen Raumen (4.2 und Korol-
lar 4.4). Auf dhnliche Weise untersuchen wir in 4.5 die Hauptkriimmungen von
Fokalflichen. Die theoretischen Ergebnisse erliutern wir anhand von Beispielen,
insbesondere an den Rohren um total-geodétische Untermannigfaltigkeiten von
CP™ bzw. CH™.

Reelle Hyperflichen von komplexen Raumformen sind der Gegenstand von
§5. Wir fithren zunichst den Begriff der Hopf-Hyperfliche ein. Seien M eine re-
elle Hyperfliche einer Kihler-Mannigfaltigkeit M, J die komplexe Struktur von
M und TM bzw. LM das Tangential- bzw. Normalenbiindel von M (in M).
Die 1-dimensionale Blédtterung von M durch die Integral-Mannigfaltigkeiten des
Untervektorbiindels J(LM) von T'M nennen wir die Hopf-Blitterung von M.
Wir sagen, M ist eine Hopf-Hyperfliche von M, wenn die Hopf-Blitterung von
M total-geoditisch ist. In diesem Sinne ist $>™~! eine Hopf-Hyperfliche von
C™; ihre Hopf-Blatterung besteht gerade aus den Fasern der klassischen Hopf-
Abbildung S?™~1 — CP™~!. Ist M orientierbar und ¢ ein globales Einheits-
normalenfeld auf M, so nennen wir das Vektorfeld U := —J¢ das Hopf-Feld von
M (beziiglich £).

In 5.2 studieren wir Hopf-Hyperflichen M von komplexen Raumformen
M. Von fundamentaler Bedeutung ist die Tatsache, daB eine orientierbare re-
elle Hyperfliche M von M genau dann eine Hopf-Hyperfliche ist, wenn das
Hopf-Feld U in jedem Punkt eine Hauptkrimmungsrichtung von M ist (Satz
1). Im Falle nicht-euklidischer komplexer Raumformen ist dann die zugehdrige
Hauptkriimmungsfunktion lokal konstant (Theorem 1); geometrisch bedeutet
dies insbesondere, dafl die Integralkurven von U sphérische Kurven in M sind.
Als Konsequenz erhilt man interessante Informationen tiber die Hauptkriim-
mungen von Hopf-Hyperflichen (Theorem 2). Weiterhin untersuchen wir Fo-
kalflichen von Hopf-Hyperflichen (Theorem 3) und geben Charakterisierungen
dafiir an, daB ihre Hopf-Blitterung Riemannsch ist (Theorem 4).

Zu einem interessanten Klassifikationsproblem gelangt man bei der Frage
nach Hyperflichen mit konstanten Hauptkriimmungen; in Radumen konstanter
Kriimmung ist dieses Problem dquivalent zum bekannten Klassifikationsproblem
isoparametrischer Hyperflichen (vgl. [Ca]). Diese sind bereits vollstindig klas-
sifiziert worden im euklidischen Raum von Levi-Civita [Le] und Segre [Se] so-
wie im reell hyperbolischen Raum von E.Cartan [Cal; in der Sphére dagegen
steht eine vollstdndige Klassifikation noch aus. In 5.3 befassen wir uns mit die-

sem Problem in M = CP™ bzw. M = CH™, wobei wir uns aufgrund der
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“mangelnden Isotropie” von M auf Hopf-Hyperflichen beschrinken miissen.
Im Jahr 1986 hat Kimura [Ki2] die reellen Hyperflichen M mit konstanten
Hauptkriimmungen in CP™ klassifiziert unter der zusitzlichen Voraussetzung:
“Fiir jeden Einheitsnormalenvektor £ von M ist J¢ eine Hauptkriimmungsrich-
tung von M” (Theorem 1); wie bereits gesagt, charakterisiert diese Bedingung
die Hopf-Hyperflichen von CP™. Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist
die Klassifikation der Hopf-Hyperflichen mit konstanten Hauptkrimmungen im
komplex hyperbolischen Raum (Theorem 2). Zunichst einmal besitzen folgende
Hopf-Hyperflichen von CH™ konstante Hauptkriimmungen:

a) die Rohren um die kanonisch eingebetteten total-geoditischen Unterman-
nigfaltigkeiten CH* in CH™, k € {0,...,m — 1};

b) die Rohren um die kanonisch eingebettete total-geodétische Untermannig-
faltigkeit RH™ in CH™;

c) die Horosphéiren in CH™.

Es zeigt sich nun, daB hiermit bereits die vollstindige Klassifikation angege-
ben ist, d.h. genauer: Alle weiteren Hopf-Hyperflichen von €H™ mit konstan-
ten Hauptkriimmungen sind (bis auf holomorphe Isometrie) offene Teile dieser
“Modellrdume”. Kimuras Beweis basiert auf einem Resultat von Miinzner [Mii]
iiber die mégliche Anzahl verschiedener Hauptkriimmungen isoparametrischer
Hyperflichen in der Sphére sowie der Klassifikation der homogenen reellen Hy-
perflichen in €P™ von Takagi [Tal]. Da entsprechende Resultate im anti-de
Sitter Raum bzw. in CH™ nicht bekannt sind, 148t sich Kimuras Beweis of-
fensichtlich nicht von €P™ auf €CH™ iibertragen. Der wesentliche Punkt in
unserem Beweis ist eine Gleichung fiir komplexe Raumformen (Theorem 3), die
E.Cartans “Fundamentalformel” [Ca] in Rdumen konstanter Kriimmung ent-
spricht. Mit Hilfe dieser Gleichung kénnen wir die maximale Anzahl verschie-
dener Hauptkriimmungen abschétzen.

Als Anwendung der Resultate in 5.3 klagsifizieren wir in 5.4 die reellen
Hyperflichen von CP™ bzw. CH™, deren kanonische fast-kontakt metrische
Struktur homothetisch zu einer Sasaki-Struktur ist, sowie in 5.5 die Kontakt-
Hyperflichen von CP™ bzw. CH™.

In §6 untersuchen wir die Geometrie der Modellrdume, die in 5.3 bei den
Klassifikationen der Hopf-Hyperflichen mit konstanten Hauptkriimmungen in
CP™ bzw. CH™ vorkommen. Aufgrund dieser Klassifikationen kann man diese
Modellriume als die “einfachsten” reellen Hyperflichen von CP™ bzw. CH™
bezeichnen. Daher ist es interessant zu sehen, welchen Einfluf} die “fehlende
Isotropie” des umgebenden Raumes auf die Geometrie dieser Modellrdume hat.
Betrachten wir zum Beispiel eine geoditische Hypersphire (Abstandssphire) M
vom Radius r in M € {CP™, L™, CH™}, wobei r €]0, 3[im projektiven Fall und
r € R, in den beiden anderen Fillen gilt. M ist eine Hopf-Hyperfliche von M,
und es gilt:




a) Die Hopf-Blitterung L von M besteht aus Kreisen von jeweils gleichem
Umfang (vgl. 6.1).

b) Der Raum der Blatter M/L ist ein komplex projektiver Raum und die
kanonische Projektion m : M — M/L eine Riemannsche Submersion (vgl.
6.5).

¢) Die horizontalen Geodétischen von M (besiiglich 7) sind ebenfalls Kreise
von jeweils gleichem Umfang (vgl. 6.7). Das Verhaltnis des Umfangs der
Hopf-Kreise zu dem der horizontalen Kreise ist gleich

cos(r) , im projektiven Fall
1 , im euklidischen Fall
cosh(r) , im hyperbolischen Fall

(vgl. 6.1 und 6.7).

Also sehen wir, dal auch in den nicht-euklidischen Fillen “modifizierte” Hopf-
Abbildungen auf den komplex projektiven Raum vorliegen (vgl. 6.6). Aller-
dings hat die Anisotropie von €P™ und CH™ zur Folge, dafl die Sphire M
in Richtung der Hopf-Kreise verzerrt ist. Von den weiteren Ergebnissen in
§6 erwihnen wir hier noch, daf im Gegensatz zur Situation in Raumen kon-
stanter Kriimmung die Eigenbiindel zu konstanten Hauptkriimmungen nicht
immer integrabel sind (vgl. 6.3). Dennoch gilt, daB in diesen Modellrdumen
Geoditische bereits Kriimmungslinien sind, wenn sie an einer Stelle in einer
Hauptkriimmungsrichtung verlaufen; solche Geodétische sind stets sphérische
Kurven im umgebenden Raum (vgl. 6.7).

Nach Beendigung meines Studiums méchte ich zum Ausdruck bringen, daf
ich hier in K6ln mit Freude Mathematik studiert habe. Hierzu hat die gute At-
mosphire in unserer Differentialgeometriegruppe wesentlich beigetragen. Mein
besonderer Dank gilt Herrn Professor Reckziegel, der mein Interesse an der Dif-
ferentialgeometrie geweckt und mich durch zahlreiche Gespriche, vor allem
wihrend der Entstehung dieser Arbeit, gefordert hat. Ich danke auch Herrn
Professor Dombrowski, der mit Interesse mein mathematisches Arbeiten ver-
folgt und mich durch wertvolle Anregungen unterstiitzt hat; beispielsweise ist
der Begriff der Hopf-Hyperfliche eine seiner Anregungen.

Bezeichnungen

Fiir eine C*°-Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir mit TM das Tangenti-
albiindel von M, mit T,M den Tangentialraum von M in p € M, mit C°(M)
die IR-Algebra aller C'°-Funktionen auf M und mit ¥(M) den C°°(M)-Modul
aller C*-Vektorfelder auf M. Ist D ein Untervektorbiindel von T'M, so ist I'(D)
der C°°(M)-Modul aller zu D tangentialen Vektorfelder aus X (). Differen-
zierbar ist im folgenden gleichbedeutend mit C°°. Wenn nicht anders erwéhnt,
werden Mannigfaltigkeiten, Vektorfelder, Abbildungen, Kurven etc. stets als dif-
ferenzierbar vorausgesetzt. Die Tangentialabbildung einer Abbildung f zwischen
zwei Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir mit f.. Pseudo-Riemannsche Metriken
auf Mannigfaltigkeiten und Skalarprodukte in euklidischen Vektorrdumen wer-
den stets mit <, > bezeichnet. Weiterhin sei d das kanonische Einheitsvektorfeld
von [R.

Seien M und N zwei Mannigfaltigkeiten. Ist M ein topologischer Teil-
raum von N, und ist die Inklusion M < N eine Immersion, so heifit M eine
(regulire) Untermannigfaltigkeit von N. Eine Untermannigfaltigkeit M einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit N wird stets als Riemannsche Untermannigfal-
tigkeit aufgefaft, d.h. M wird mit der von NN induzierten Riemannschen Metrik
versehen. Wir bezeichnen dann mit | M das Normalenbiindel von M in N, mit
11M das Einheitsnormalenbiindel von M in N und mit L,M den Normalen-
raum von M in p € M.




§1: Grundlagen aus der Theorie komplexer Mannigfaltig-
keiten

In diesem Paragraphen werden wesentliche Begriffe und Aussagen aus der
Theorie komplexer Mannigfaltigkeiten zusammengestellt; fiir Beweise verweisen
wir auf die Literatur zu diesem Thema (z.B. [Gr] und [KN2], Chapter IX).

1.1 Komplexe Mannigfaltigkeiten

Sei M ein topologischer Raum. Ein holomorpher Atlas A von M ist eine
Menge von Karten (I/,z) von M mit den Eigenschaften (1)-(3):

(1) Fiir alle Karten (U,z) € A ist U offen in M und 2 : U — z(U) ein
Homdomorphismus von U auf eine offene Teilmenge z(U) von €™ (m € N4).

(2) Fiir alle p € M existiert eine Karte (U,z) € Amit pe U.
(3) Fir alle Karten (U, z) und (V,y) aus A mit U NV # 0 ist

yozr l:z(UNV)—yUNV)

eine biholomorphe Abbildung im Sinne der Funktionentheorie, d.h. (U,2)
und (V,y) sind holomorph vertriglich.

Der maximale holomorphe Atlas von M, der A enthilt, heifit die von A
erzeugte holomorphe Strukiur von M. Ein parakompakter Hausdorffraum zu-
sammen mit einer holomorphen Struktur heifit kompleze Mannigfaltigkeit. Ist M
eine komplexe Mannigfaltigkeit, so heifit die natiirliche Zahl m aus Eigenschaft
(1) die kompleze Dimension von M.

Bemerkungen: a) Jede komplexe Mannigfaltigkeit ist orientierbar, hat eine
gerade reelle Dimension und ist in kanonischer Weise eine (C'°°-Mannigfaltigkeit.

b) Bei komplexen Mannigfaltigkeiten und bei komplexen Vektorrdumen geben
wir stets die komplexe Dimension an.

1.2 Die komplexe Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit

Sei M eine m-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Die holomorphe
Struktur von M induziert ein (1,1)-Tensorfeld J auf M mit

d 8 ) 8
iR S P
=g W Jg = (k=1,..,m)

fiir alle holomorphen Karten (U, z) von M, wobei z = (Z1+1Y1, s T+ 1Ym ).
heift die (durch die holomorphe Struktur yon M induzierte) kompleze Struktur
von M.

Bemerkungen: a) Es gilt J? = —idra.

b) Fiir 0 # v € TM bezeichnen wir mit Cv den von v und Jv aufgespannten
1-dimensionalen komplexen Vektorraum.

1.3 Holomorphe Abbildungen

Seien M,N komplexe Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine stetige
Abbildung. f heilit holomorph, wenn die Koordinatendarstellungen von f ho-
lomorph sind, d.h. wenn fiir jede holomorphe Karte (U,z) von M und jede
holomorphe Karte (V,y) von N die Abbildung

yofor t:ix(Unf (V) — C* (n=dimgN)

holomorph ist im Sinne der Funktionentheorie.

Bemerkung: Ist f : M — N differenzierbar, so ist f genau dann holomorph,
wenn f. o JM = JN o #, gilt. Hierbei ist JM bzw. JV die komplexe Struktur
von M bzw. N.

1.4 Hermitesche Mannigfaltigkeiten
Sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur J. Eine
Riemannsche Metrik < , > auf M heilit Hermifesche Metrik, wenn
<JX,JY>=<X,Y>

fiir alle X, Y € ¥(M) gilt. Eine komplexe Mannigfaltigkeit zusammen mit einer
Hermiteschen Metrik heiit Hermitesche Mannigfaltigkeit.

Bemerkungen: a) Auf jeder komplexen Mannigfaltigkeit existiert eine Her-
mitesche Metrik.

b) Die komplexe Struktur J einer Hermiteschen Mannigfaltigkeit ist schiefsym-
metrisch, d.h. es gilt <JX, V> = —<X,JY> firalle X,Y ¢ X(M).

¢) Seien M eine m-dimensionale Hermitesche Mannigfaltigkeit und p € M.

1) Seien vy, ..., U € TpM. Ist v1,J01, .00y Um, JUm eine Orthonormalbasis von
TpM, 50 heilt vy, ..., v eine kompleze Orthonormalbasis von Ty M. T, M besitat
stets eine komplexe Orthonormalbasis.

2) Seien V ein Untervektorraum von T, M und ¥+ das orthogonale Komplement
von V in T,M. V heifit

komplez , wenn JV =V
total-reell , wenn JV CV<t
anti-holomorph , wenn JV+-CV




1.5 Kahler-Mannigfaltigkeiten
Sei M eine Hermitesche Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur J. Durch

w(X,Y):=<JX,Y>

wird auf M eine 2-Form w definiert, die sogenannte Kdhlerform von M. Eine
Hermitesche Metrik auf einer komplexen Mannigfaltigkeit heifit Kahler-Metrik,
wenn die zugehdrige Kihlerform w geschlossen ist, d.h. wenn dw = 0 gilt. Eine
komplexe Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Kahler-Metrik heifit Kdhler-
Mannigfaltigkeit.

Bemerkung: Eine Hermitesche Mannigfaltigkeit M ist genau dann eine Kéhler-
Mannigfaltigkeit, wenn die komplexe Struktur von M parallel ist beziiglich der
Levi-Civita-Ableitung von M.

1.6 Komplexe Raumformen

Sei M eine Kihler-Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur J und Rie-
mannscher Schnittkrimmung K. Ist o ein 1-dimensionaler komplexer Untervek-
torraum von T, M fiir ein p € M, so heift K (o) die holomorphe Schnittkrim-
mung von M beziglich o. Eine zusammenhéngende Kihler-Mannigfaltigheit mit
konstanter holomorpher Schnittkriimmung heift kompleze Raumform.

1.7 Der Kritmmungstensor einer komplexen Raumform

Sei M eine m-dimensionale komplexe Raumform der holomorphen Schnitt-
kritmmung ¢ € R mit komplexer Struktur J. Dann hat der Kriimmungstensor
R von M die explizite Darstellung

R(X,Y)Z = §(<Y,Z>X ~<X,Z5Y
+ <Y, Z25>IX — <JX,Z>JY —2<JX,Y>1Z) .

Bemerkungen: a) Jede komplexe Raumform ist ein lokal-symmetrischer Raum
(denn mit < , > und J ist auch R parallel).

b) Fiir den Riccitensor Ric und die Skalarkriimmung s von M gilt
Ric(X,Y) = %(m +1)<X,Y>,
s=cm(m+1).
Insbesondere ist also jede komplexe Raumform eine Einstein-Mannigfaltigkeit.
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1.8 Kiahlerwinkel und Schnittkriimmung in komplexen Raumformen

Sei M eine komplexe Raumform der holomorphen Schnittkrimmung ¢ €
IR. Ist o ein 2-dimensionaler Untervektorraum von T,M (p € M), so ist der
Kaihlerwinkel o(a) € [0, 5] von o definiert durch
o(0) = inf{% (uw) |u€a, we o, uw#0}

wobei ¥ (u,w) der nicht-orientierte Winkel zwischen u und w ist. Ist u,v eine
Orthonormalbasis von ¢, so gilt:

cos(a(o)) = |<Ju,v>| .
Fiir die Schnittkriimmung K (o) von M beziiglich ¢ gilt dann nach 1.7:
K(o) = %(1 + 3cos®(a(e))) -

Die Schnittkrimmung von M nimmt daher nur Werte zwischen ¢/4 und ¢ an,
und im Fall ¢ # 0 gilt

K(s) = = afc) =

[

<= o total-reell ,

Wi

K(o)

Il
)
I
=}

<= afo) <= o komplex

1.9 Der komplexe Zahlraum €™

C™(m € IN,) ist in kanonischer Weise eine m-dimensionale komplexe Man-
nigfaltigkeit. Die komplexe Struktur von €™ entspricht bis auf die kanonische
Isomorphie T,€™ = €™(z € C€™) der Multiplikation mit i. Die durch

. .
<u,v> = Re(Zu;ﬁj) (u,v € €™)
=1
induzierte Riemannsche Metrik auf €™ ist eine Kihler-Metrik. €™ zusam-

men mit dieser Kihler-Metrik ist eine komplexe Raumform der holomorphen
Schnittkriimmung 0.

1.10 Der komplex projektive Raum CP™

Sei m € IN,.. Wir definieren auf C™**\{0} eine Aquivalenzrelation ~ durch

wez = INE QO\{0}:w =2z (w,z € C™T\{0}) .
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Der Quotientenraum von €™*?\{0} beziiglich ~ heit m-dimensionaler kom-
plez projektiver Raum und wird mit CP™ bezeichnet. Die Punkte in CP™ ent-
sprechen eineindeutig den komplexen Geraden durch den Ursprung in [ R
Beziiglich der Quotiententopologie ist CP™ ein kompakter (und damit auch pa-
rakompakter) Hausdorffraum und die kanonische Projektion 7 : ¢t I\{0} —
CP™ eine stetige Abbildung. €P™ kann auf genau eine Weise mit einer holo-
morphen Struktur versehen werden, so daB  zu einer holomorphen Submersion
wird. CP™ wird so zu einer m-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit. Fir
2= (%0, .0y 2m) € C™TI\{0} setzen wir [20, ..., 2] = [2] 1= 7(2).

Sei §2™+1 die (2m +1)-dimensionale Einheitssphare in €™*'. Wir betrach-
ten §2m+1 als Riemannsche Untermannigfaltigkeit von €™ und bezeichnen die
Einschrinkung von 7 auf §%™t! mit 7. 7 : §?™+! — CP™ ist eine surjektive
Submersion. Auf CP™ existiert genau eine Riemannsche Metrik, die sogenannte
Fubini-Study-Metrik auf CP™, so dall w zu einer Riemannschen Submersion (vgl.
3.1) wird. = heiBt dann auch die Hopf-Abbildung auf CP™.

CP™ zusammen mit der Fubini-Study-Metrik ist eine komplexe Raumform
der holomorphen Schnittkrimmung 4.

Bemerkungen: a) CP! ist isometrisch zur 2-dimensionalen Riemannschen
Sphare vom Radius 1/2 in R®.

b) CP™ ist ein kompakter einfach zusammenhingender Riemannscher symme-
trischer Raum vom Rang 1 und holomorph isometrisch zu dem Hermitesch sym-
metrischen Raum SU(m + 1)/S(U(1) x U(m)). Insbesondere ist CP™ auch
vollstindig.

¢) Durch konforme Anderung der Fubini-Study-Metrik auf CP™ mit dem Faktor
4/¢ (¢ > 0) erhilt man eine komplexe Raumform der holomorphen Schnittkriim-
mung ¢, den sogenannten m-dimensionalen komplez projektiven Raum CP™(c)
der konstanten holomorphen Schnittkrimmung c.

1.11 Der komplex hyperbolische Raum CH™

Sei m € IN;. Wir definieren auf C™*! eine symmetrische IR-Bilinearform J3
vom Index 2 durch

Blu,v) := Re(~uoBy + »_u;F) (w0 € €™ .

j=1
Dann ist 8 S'-invariant. Daher ist
CH™ :={[z) e CP™ | z € €™, B(2,2) < 0}
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eine offene Teilmenge von CP™ und somit in kanonischer Weise eine m-dimensio-
nale komplexe Mannigfaltigkeit. Die Punkte in CH™ entsprechen eineindeutig
den komplexen Geraden durch den Ursprung in €™*!, auf denen § negativ
definit ist. Sei

H2m+1 = {2’ c {m+1 iﬁ(z,z) o "*1} C Cm+1

der (2m +1)-dimensionale anti-de Sitter Raum, den wir als Lorentz-Hyperfliche
von (€™, g) betrachten, wobei g die durch 8 induzierte pseudo-Riemannsche
Metrik auf €™1! ist. Dann ist die kanonische Projektion = : H2?™+l —
CH™,z +— |[z] eine surjektive Submersion mit 1-dimensionalen total-geoddti-
schen zeitartigen Fasern. Auf CH™ existiert dann genau eine Riemannsche
Metrik, die sogenannte Fubini-Study-Metrik auf CH™, so dall = zu einer pseu-
do-Riemannschen Submersion wird. = heifit die Hopf-Abbildung auf CH™.

CH™ zusammen mit der Fubini-Study-Metrik ist eine komplexe Raumform
der holomorphen Schnittkriimmung —4, der sogenannte m-dimensionale kom-
plez hyperbolische Raum.

Bemerkungen: a) CH? ist isometrisch zum 2-dimensionalen reell hyperboli-
schen Raum der konstanten Schnittkriimmung —4.

b) CH™ ist diffecomorph zu IR*™. Insbesondere ist CH™ auch einfach zusam-
menhédngend.

¢) CH™ ist ein nicht-kompakter Riemannscher symmetrischer Raum vom Rang 1
und holomorph isometrisch zu dem Hermitesch symmetrischen Raum
SU(1,m)/S(U(1) x U(m)). Insbesondere ist CH™ auch vollstindig.

d) Durch konforme Anderung der Fubini-Study-Metrik auf CH™ mit dem Faktor
—4/c (¢ < 0) erhélt man eine komplexe Raumform der holomorphen Schnitt-
kriimmung ¢, den sogenannten m-dimensionalen komplez hyperbolischen Raum
CH™(c) der konstanten holomorphen Schnittkrimmung c.

1.12 Die Standardrdume konstanter holomorpher Schnittkriimmung

Bekanntlich sind der euklidische Raum, die Sphire und der reell hyperbo-
lische Raum als die sogenannten Standardriume konstanter Kriimmung ausge-
zeichnet. Analog hierzu hat man in der Theorie komplexer Mannigfaltigkeiten
die Standardriume konstanter holomorpher Schnittkriimmung: der komplexe
Zahlraum, der komplex projektive Raum und der komplex hyperbolische Raum.
Genauer gilt:

Theorem: Sei M eine m-dimensionale einfach zusammenhingende vollstindige
Kihler- Mannigfaltigkeit der konstanten holomorphen Schnittkrimmung c. Dann
ist M holomorph isometrisch zu CH™(c) (falls ¢ <0), 2u €™ (falls ¢ = 0), oder
zu CP™(c) (falls ¢ > 0).
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1.13 Komplexe freie Beweglichkeit

Sei M entweder CP™(c) oder €™ oder CH™(c). Ferner seien p,q € M,
Uy, ..., U eine komplexe Orthonormalbasis von T, M und vy,...,v, eine kom-
plexe Orthonormalbasis von T,M. Dann existiert genau eine holomorphe Iso-
metrie f von M mit f(p) = ¢ und fau; = v; (i = 1,...,m). In diesem Sinne
sprechen wir von komplezer freier Beweglichkeit in M.
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§2: Untermannigfaltigkeiten von komplexen Raumformen

2.1 Allgemeines

Sei M eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M.
Wir verwenden stets die folgenden Bezeichnungen:

“l

Levi-Civita-Ableitung von M, M ,

kovariante Ableitung des Normalenbiindels von M ,
zweite Fundamentalform von M ,

Formoperator von M ,

Kriimmungstensor von M, M ,

Kriimmungstensor des Normalenbiindels von M ,
Normalenfeld der mittleren Kriimmung von M ,
Abstandsfunktion auf M, M ,

normale Exponentialabbildung von M .

AnmeTod
=l |

expt

Sei speziell 7 eine Kahler-Mannigfaltigkeit. Die komplexe Struktur von M
bezeichnen wir stets mit J. Ist v € TM, so setzen wir

Jo=Pv+Fv ,

wobei Py bzw. Fuv die Tangential- bzw. Normalkomponente von Ju bezeich-
net. Hierdurch werden ein schiefsymmetrisches (1,1)-Tensorfeld P auf M und
ein L M-wertiger Vektorbiindel-Homomorphismus F auf TM definiert. Analog
setzen wir fiir £ € LM

JE=1+f¢

wobei #£ bzw. f¢ die Tangential- bzw. Normalkomponente von J¢ bezeich-
net. Hierdurch werden ein T M-wertiger Vektorbiindel-Homomorphismus ¢ auf
LM und ein schiefsymmetrischer Vektorbiindel-Endomorphisoms f auf LM de-
finiert. Es gilt < Fv,& >= — < v, >.

Fiir geometrische Untersuchungen in Kihler-Mannigfaltigkeiten sind ge-
wisse Klassen von Untermannigfaltigkeiten besonders geeignet: komplexe, total-
reelle, anti-holomorphe bzw. CR-Untermannigfaltigkeiten sowie reelle und
komplexe Hyperflichen.

‘M heifit kompleze, total-reelle baw. anti-holomorphe Untermannigfaltigheit
von M, wenn

JI,M C T,M , JT,M C L,M baw. JL,M C T,M
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fiir alle p € M gilt. M ist genau dann komplex (bzw. total-reell bzw. anti-
holomorph), wenn F = 0 (bzw. P = 0 bzw. f = 0). Grundlagen zur Theorie
iiber diese Klassen von Untermannigfaltigkeiten findet man in [Og2], [YK1]bzw.
[YK2].
M heiBt CR-Untermannigfaltigeit von M, wenn ein Untervektorbiindel D
von TM existiert mit den Eigenschaften
(1) D ist komplex, d.h. JD, = D, fiirallepe M,
(2) D* ist total-reell, d.h. JDF C L,M fiir alle p € M; hierbei ist D+ das
orthogonale Komplement von D in T'M.
M ist genau dann eine CR-Untermannigfaltigkeit von M, wenn FP = 0
([YK3], S.87). Offenbar ist jede komplexe, total-reelle bzw. anti-holomorphe Un-
termannigfaltigkeit eine CR-Untermannigfaltigkeit von M. Ausfiihrliche Dar-
stellungen zur Theorie der ¢ R-Untermannigfaltigkeiten findet man in [Bel} und
[YK3].

M heift reelle Hyperfliche von M, wenn die reelle Kodimension von M
in M gleich 1 ist. Jede reelle Hyperfliche von M ist eine anti-holomorphe
Untermannigfaltigkeit von M. Reelle Hyperflichen von komplexen Raumformen
sind der Gegenstand der Paragraphen 5 und 6.

M heiBlt kompleze Hyperfliche von M, wenn M eine komplexe Unterman-
nigfaltigkeit von M mit der komplexen Kodimension 1 ist. Grundlagen fiber
komplexe Hyperflichen findet man in [Sm1] und [NS].

Die folgenden wohlbekannten Gleichungen sind fiir die Theorie von Unter-
mannigfaltigkeiten von fundamentaler Bedeutung. Seien M eine Unterman-

nigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und X,Y,Z € X(M),
¢ € T(LM). Dann gilt

a) Gauf-Gleichung:
VxY =VxY +WX,Y) ,

b) Weingarten- Gleichung:

Ist speziell M eine komplexe Raumform der holomorphen Schnittkriimmung

¢, so erhiilt man mit der expliziten Darstellung von R (vgl. 1.7) und den
“Struktur-Operatoren” P, F, f die weiteren Gleichungen:

¢) Gaufi-Gleichung zweiter Ordnung:
R(X,Y)Z :§(<Y,Z>X L iy
+ <PY,Z>PX — <PX,Z>PY — 2<PX,Y>PZ)
+ Apr, )X — Anx,2)Y
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d) Codazzi-Gleichung:
(Vxh)(Y, Z)—(Vyh)(X,Z) = §(<PY,Z>FX—<PX, Z>FY-2<PX,Y>FZ)
e) Ricci-Gleichung:

RY(X,Y)E :§(<FY,§>FX — <FX,£>FY — 2<PX,Y>f£)

- h(A{X, Y) + h(X., A{Y) |

2.2 Beispiele

Wi stellen nun einige Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten zusammen, die
im folgenden von Bedeutung sind.

({PEP* € CPY CHY CCHD

Seien m > 2und 1 € k < m — 1. Dann ist
P — ¢p™ |, [Z0yeeey 22] +— [zn,...,zk,U,...,O]

bzw.
CH* — CH™ , [20,-2k] —— [20):0028,0,..,0]

eine isometrische Einbettung von CP* in CP™ (bzw. von CH* in CH™). In
dieser Weise ist CP* (bzw. CHF) eine komplexe total-geoditische Unterman-
nigfaltigkeit von CP™ (bzw. CH™). Fiir spitere Anwendungen definieren wir
noch €P? := {[1,0,...,0]} bzw. CH® := {[1,0,...,0]} als Untermannigfaltigkeit
von CP™ bzw. CH™.

(i) RP* c CP™, RH* C CH™

Seien m > 2 und 2 < k €< m. RP* bezeichne den k-dimensionalen reell
projektiven Raum mit der konstanten Riemannschen Schnittkrimmung +1 und
IRH* bezeichne den k-dimensionalen reell hyperbolischen Raum mit der kon-
stanten Riemannschen Schnittkriimmung —1. Mit (2g,...,zx) bezeichnen wir
die homogenen Koordinaten eines Punktes aus RP* bzw. RH* (die homogenen
Koordinaten fiir Punkte aus RH® definiert man wie im komplexen Fall durch
die projektive Interpretation von RH k als offenen Teil von IRP*). Dann ist

RP* — CP™ , [zo,.uzi] — [z0+10,...,2k +i0,0,..,0]
bzw.
RH* — CH™ , [z0,..,2k] — [zo +140,...,2% +10,0,..,0]
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eine isometrische Einbettung von IRP* in CP™ (bzw. von RH* in CH™). In
dieser Weise ist RP* (bzw. RH*) eine total-reelle total-geodatische Unterman-
nigfaltigkeit von CP™ (bzw. CH™).

Mit IRP! bzw. RH! bezeichnen wir das Bild v(IR) der Geoditischen
7:R— CP™ , t+~— [cos(t),sin(t),0,...,0]

bzw.
7:R— CH™ , t+ [cosh(¢),sinh(t),0,...,0]

yon CP™ bzw. CH™ (zur Darstellung der Geoditischen in CP™ und CH™ vgl.
3.3).

(iii) Die komplexe Quadrik Q™! C €P™

Seien m > 2 und

Q™Y i={[z] € CP™ | 22 + ...+ 22, =0} .

Q™! ist eine komplexe Hyperfliche von €P™, die sogenannte kompleze Quadrik
inCP™,

Anmerkungen: a) Fiir z = z + iy € €™ gilt
2 + o+ 20 = 2] = llyll? + 2i<z,y>
und daher auch
1
Q™= {w (ﬁ(z s iy)) |z,y € S™ C R™, <z,y> = 0} )

wobei 7 : §2™+1 . CP™ die Hopf-Abbildung auf CP™ ist.

b) @™ ist holomorph isometrisch zu dem Hermitesch symmetrischen Raum
S0(m+1)/50(2) x SO(m—1), der Grassmann-Mannigfaltigkeit aller orientier-
ten 2-dimensionalen Untervektorraume von R™*! ([KN2], 5.278 ff.).

(iv) Geodatische Hypersphiren

Seien M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und r € Ry. Ist
M:={geM|dpq)=r}

eine Hyperfliche von M, so heifit M die geoddtische Hypersphire vom Radius
7 um “Mittelpunkt” p in M. Man beachte, daB eine geodatische Hypersphire
(z.B. der Aquator einer Sphére) méglicherweise mehrere “Mittelpunkte” besitat.
Fiir hinreichend kleine r ist M eine reguldre Untermannigfaltigkeit von M.
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Anmerkungen: a) Zur Geometrie geoditischer Hypersphéren in Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten siehe [CV].

b) In 4.4 berechnen wir den Formoperator von geoditischen Hypersphéren in
lokal-symmetrischen Riumen.

(v) Horosphéren

Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit, d.h. M ist eine einfach zusammen-
héingende vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Rie-
mannscher Schnittkriimmung. Ferner sei 4 : IR — M eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Geodatische von M. Dann ist fiir jeden Punkt p € M die Funk-
tion

R— R , t+— d(p,(t)—t
monoton fallend und nach unten beschrankt. Daher ist die Funktion

F:M —R, p— lim(d(p,2(t) - 1)

wohldefiniert. F' heifit die Busemann-Funktion von M besiiglich v; jede Ni-
veaufliche von F' heifit eine Horosphdre in M.

Anmerkungen: a) Geometrisch erhilt man die Horosphire M := F~!({0})
durch ¢ := 4(0) folgendermafien: Bezeichne M, (¢ > 0) die geodatische Hyper-
sphire in M durch g mit Mittelpunkt y(¢). Dann konvergiert diese Familie (M)
geodéitischer Hypersphédren mit { — co gegen M, d.h. die Funktionen

Fo:M—R , p—dp(t) -t

konvergieren fiir { — oo gegen F. Beachte: Fiir alle t € Ry ist M, = F;'({0}).

b) Die Horosphéren im euklidischen Raum sind gerade die Hyperebenen. Im
Poincaré-Modell fiir IRH™ sind die Horosphéren genau die euklidischen Hyper-
sphiren in IRH™, die den Rand von IRH™ tangieren ([EQ], S.56).

¢) Busemann-Funktionen auf Hadamard-Mannigfaltigkeiten sind zweimal stetig
differenzierbar ([HI], S.484); Horosphiren sind also stets C*-Hyperflichen. In
Riemannschen symmetrischen Rdumen von nicht-kompaktem Typ sind Horo-
sphéren sogar analytische Hyperflachen ([Im], S.28). Ein Beispiel fiir eine nicht
dreimal differenzierbare Busemann-Funktion findet man in [BBB].

d) Sei M eine Horosphire in einer Hadamard-Mannigfaltigkeit M. Dann ist M
homdomorph zu M x IR ([EO], S.58); insbesondere ist M auch einfach zusam-
menhéngend.

e) Seien o, : R — M zwei nach der Bogenlinge parametrisierte asymptotische
Geoditische in einer Hadamard-Mannigfaltigkeit M, d.h. es existiert ein b € Ry
mit d(e(t),y(t)) < b fiir alle t € Ry. Ferner seien F,, und F, die zugehdrigen
Busemann-Funktionen. Dann ist F,, — F., konstant ([EQ], S.56).
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2.3 Codazzi-Untermannigfaltigkeiten

Eine Untermannigfaltigkeit M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M
heiflt Codazzi- Untermannigfaltigkeit, wenn Vh in allen drei Komponenten sym-
metrisch ist. Aufgrund der Codazzi-Gleichung ist dies gleichbedeutend mit
R(X,Y)Z € X(M) fiir alle X,Y,Z € X(M). Untermannigfaltigkeiten, die
die letzte Bedingung erfiillen, werden in der Literatur auch invariante Unter-
mannigfaltigkeiten genannt. Offenbar ist jede Untermannigfaltigkeit einer reel-
len Raumform eine Codazzi-Untermannigfaltigkeit. Fiir nicht-euklidische kom-
plexe Raumformen gilt

Satz: ([CO1], 5.260) Sei M eine zusammenhdngende Untermannigfaltigheit ei-
ner komplezen Raumform M mit nicht-verschwindender holomorpher Schnitt-
krimmung. Dann ist M genau dann eine Codazzi- Untermannigfaltigheit von
M, wenn M komplez oder total-reell ist.

Beweis: Ist M eine Codazzi-Untermannigfaltigkeit von M, so folgt aus der
Codazzi-Gleichung

B [ s =B = 7§c<Pu,v>Fu

fiir alle w,v € T,M , p € M. Hieraus folgt Fu = 0 oder Pu = 0 fiiralleu € TM.
Aufgrund des Zusammenhangs von M gilt daher F' = 0 (d.h. M ist komplex)
oder P =0 (d.h. M ist total-reell).

Ist andererseits M komplex (also ¥ = 0) oder M total-reell (also P = 0), so ist
aufgrund der Codazzi-Gleichung M offenbar eine Codazzi-Untermannigfaltig-
keit von M. O

2.4 Total-geoditische Untermannigfaltigkeiten

Rine Untermannigfaltigkeit M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M
heifit total-geoddtisch, wenn h = 0 gilt. Geometrisch bedeutet h = 0, dafl jede
Geodéitische von M auch Geodéitische von M ist.

In den Standardriumen konstanter Kriimmung E™, $™,IRH™ ist eine voll-
stindige Klassifikation der total-geodatischen Untermannigfaltigkeiten bereits
lange bekannt. 1963 hat Wolf [Wo] die total-geoditischen Untermannigfaltig-
keiten von kompakten Riemannschen symmetrischen Réumen vom Rang 1 klas-
sifiziert. Mit der (M., M_)-Methode haben dann Chen/Nagano [CN]einen sehr
schonen Zugang zum Studium der total-geodétischen Untermannigfaltigkeiten
von kompakten Riemannschen symmetrischen Riumen gefunden. Wir geben
nun einen einfachen Beweis fiir die Klassifikation der total-geoditischen Unter-
mannigfaltigkeiten von CP™ und CH™ an.
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Theorem: Sei M entweder CP™ oder CH™ (m > 2).

(i) Seien ¢ € M und V_ein k-dimensionaler komplezer bzw. total-reeller Un-
tervektorraum von T,M , 1 < k < m. Dann ezistiert genau eine zusam-
menhangende vollstindige total-geoddtische Untermannigfaltigkeit M von M mit

qE M und T,M =V. M ist holomorph kongruent zu

CP* bzw. RP* , fir M =CP™
CH* bzw. RH* , fir M =CH™

(ii) Ist N eine zusammenhdngende fotal-geoddtische Untermannigfaltigkeit von
M, so ist N holomorph kongruent zu einem offenen Teil einer der Modellrdume

in (i)

Beweis: zu (i): Seien M = CP™ und V komplex. Der Modellraum ist in diesem
Fall CP*. Sei p € CP*. Aufgrund der komplexen freien Beweglichkeit in CP™
(vgl. 1.13) existiert eine holomorphe Isometrie f von CP™ mit f(p) = g und
[+T,CP* = V. Dann ist M := f(CP*) eine zusammenhéngende vollstindige
total-geodéitische Untermannigfaltigkeit von CP™ mit ¢ € M und T,M = V.
Aufgrund der Starrheit total-geodatischer Untermannigfaltigkeiten ist M auch
eindeutig. Die anderen Fille lassen sich analog beweisen.

zu (ii): N ist offensichtlich eine Codazzi-Untermannigfaltigkeit von M und daher
nach Satz 2.3 entweder komplex oder total-reell. Seien ¢ € N und M die zusam-
menhingende vollstindige total-geoditische Untermannigfaltigkeit von M mit
g€ M und T,M = T,N. Aufgrund der Starrheit total-geodétischer Unterman-
nigfaltigkeiten ist IV bereits ein offener Teil von M. Mit (i) folgt schliefllich die
Behauptung,. o

2.5 Total-nabelsche und sphérische Untermannigfaltigkeiten

Eine Untermannigfaltigkeit M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M
heifit total-nabelsch, wenn h(X,Y) = <X,Y>H fir alle X,Y ¢ X(M) gilt.
Ist zusdtzlich H parallel beziiglich D, so heiflt M spharisch (oder auch oft ez-
trinsische Sphare).

Bekanntlich ist in reellen Raumformen jede total-nabelsche Untermannig-
faltigkeit der Dimension > 2 sphirisch. Ein entsprechendes Resultat gilt auch
in komplexen Raumformen.

Satz: ([CO2], 5.225) Jede total-nabelsche Untermannigfaltigheit M (dim M >
3) einer komplezen Raumform M ist sphdrisch.

Beweis: Seien u,v € T,M (p € M) orthonormal. Mit der Codazzi-Gleichung
folgt

D.,H = 7§c<Pu,'v>Fv :
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Wegen dim M > 3 kénnen wir v auch orthogonal zu Pu wihlen, und es folgt
D.H=0. a

Wir klassifizieren nun die sphérischen, nicht total-geodétischen Unterman-
nigfaltigkeiten von CP™ und CH™.

Theorem: Sei M entweder CP™ oder CH™ (m > 2).

(i) Seien ¢ € M,V ein k-dimensionaler (1 < k < m — 1) total-reeller Unter-
vektorraum von Ty,M und 1 € T,M mit 9 # 0 und n L (V © JV). Dann
ezistiert genau eine zusammenhdngende vollstindige spharische Untermannig-
faltigheit M von M mit ¢ € M, T,M = V und Hy = . M ist holomorph
kongruent zu einer vollstindigen spharischen Hyperfliche des kanonisch einge-
betteten Raumes RP*1 bzw. RH**Y, d.h. ezplizit: M ist holomorph kongruent
2u dem folgenden Modellraum N :

a) fir CP™: N ist eine geoditische Hypersphire vom Radius r in
RP*+1 C €P™, wobei r € |0, 5[ mit cot(r) = ||n|.

b) fur CH™:

1. Fall: ||n|| > 1: N ist eine geoddtische Hypersphire vom Radius r in
RH**1 C CH™, wobei r € Ry mit coth(r) = |n||.

2. Fall: ||n|| = 1: N ist eine Horosphdre in RH*t! C CH™.

3. Fall: |||l < 1: N ist eine Parallelfliche zu RH* vom Abstand r in
RE*! C CH™, wobei r € Ry mit tanh(r) = |7

(ii) Ist M eine k-dimensionale (k > 2) susammenhingende sphdrische und nicht
total-geodatische Untermannigfaltigkeit von M, so ist M holomorph kongruent
zu einem offenen Teil eines Modellraumes gemdf (i).

Beweis: zu (i): Sei N eine geoditische Hypersphire vom Radius 7 in RP**!,
wobei 7 € ]0, Z[ mit cot(r) = ||||. Ferner sei £ das Normalenfeld der mittle-
ren Kriimmung von N in IRP**!. Bekanntlich ist N eine zusammenhangende
vollstindige sphirische Untermannigfaltigkeit von RP** mit ||¢|| = cot(r). Sei
nun p € N. Aufgrund der komplexen freien Beweglichkeit in CP™ existiert eine
holomorphe Isometrie f von CP™ mit f(p) = ¢, fuT,RP**! = V @ Ry und
fiép = n. Da IRP*1 total-geoditisch in CP™ liegt, ist M := f(IN) eine zu-
sammenhédngende vollstindige sphirische Untermannigfaltigkeit von CP™ mit
g€ M, TyM =V und H; = 7. Aufgrund der Starrheit sphérischer Unterman-
nigfaltigkeiten (z.B. [Re3], S.100 {.) ist M auch eindeutig. Unter Verwendung
der Klassifikation der sphérischen Untermannigfaltigkeiten im reell hyperboli-

schen Raum beweist man die entsprechende Aussage fiir den hyperbolischen
Fall.
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zu (ii): M ist offenbar eine Codazzi-Untermannigfaltigkeit von M und daher
nach Satz 2.3 komplex oder total-reell. Aufgrund der Minimalitit komplexer
Untermannigfaltigkeiten ([La], 5.36) ist M total-reell. Somit gilt P = 0 und fiir
X,Y,Z € X(M) folgt mit der GauBl- und der Weingarten-Gleichung

<X,Y><tH,Z> = <th(X,Y),Z> = <JVxY, Z>
= <Vx(JY), 2> = <Vx(FY),Z> = —<Apy X, Z>
=—<h(X,Z),FY>=—-<X,Z><H,FY>

=)

also gilt
<X,Y>lH = —<H,FY>X

fir alle X,Y € ¥(M). Wegen dim M > 2 folgt hieraus
H, L (T,M & JT,M)

fir alle p € M. Aufgrund der Starrheit sphérischer Untermannigfaltigkeiten
folgt nun mit (i) die Behauptung,. ]

Anmerkung: (Sphirische Kurven) Seien M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
und 7 : I — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve in M. 7 heift
sphirische Kurve in M, wenn eine reelle Zahl x > 0 und ein Einheitsvektorfeld
¢ lings v existieren mit

63+ =k und Vgg = —k7

r ist die geodédtische Kriimmung von . Im Gegensatz zu [NY] lassen wir auch
den Fall k = 0 zu, d.h. Geodatische sind sphirische Kurven der geoditischen
Kriimmung 0. 7 ist genau dann sphérisch, wenn v die Differentialgleichung
dritter Ordnung

vg_v-a'}+<65’%,65’5’>’} =0
erfiillt ([NY], S.163). Es gilt der folgende

Ezistenz- und Eindeutigkeitssatz ([Rel], S.14 £): Seien M eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit, p € M und v,w € T,M mit ||v|| = 1 und <v,w> = 0. Dann
existiert genau eine maximale sphérische Kurve v : I — M (I offenes Intervall

in R) mit 0 € I, 7(0) = p, 7(0) = v und Vg, ¥ = w.

Nun ist 4 genau dann sphérisch, wenn das Normalenfeld der mittleren
Krimmung von (I) (aufgefaft als 1-dimensionale immersierte Untermannig-
faltigkeit von M) parallel ist ([NY], 5.164). Damit ist auch die Frage nach der
Existenz und Eindeutigkeit fiir den Fall k = 1 in Theorem 2.5 (ii) vollstindig
beantwortet.
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Eine glatt geschlossene spharische Kurve nennen wir auch einen Kreis (im
Gegensatz zu dieser Definition werden in [NY] auch nicht-geschlossene sphirische
Kurven als Kreise bezeichnet). Ferner nennen wir eine regulire Kurve v in M
sphérisch, wenn eine Umparametrisierung ¢ von v auf Bogenlinge existiert, so
dafl 4 o  sphirisch ist.

Der folgende Satz wird fiir uns bei den geometrischen Untersuchungen zu
sphirischen Kurven in €P™ und CH™ von groflem Nutzen sein.

Satz: (Spezialfall von [Me], 5.54) Seien v : I — M (I offenes Intervall in IR)
eine spharische Kurve in einer Riemannschen Mannigfaltigheit M und M eine
vollstandige total-geodatische Untermannigfaltigkeit von M. Ezistiert eint € I
mit

p=q9{t)eM , V()€ T,M und Vs Y€ T,M ,
so gilt y(INC M.

22

§3: Untermannigfaltigkeiten und die Hopf-Abbildung

3.1 Pseudo-Riemannsche Submersionen

Seien N, M pseudo-Riemannsche Mannigfaltigeiten mit Levi-Civita- Ablei-
tungen V, V. Eine Submersion = : N — M hei}t pseudo-Riemannsche Submer-
sion, wenn die Bedingungen (a) und (b) erfiillt sind:

(a) Fiir jedes ¢ € M ist die Faser 77({g}) eine pseudo-Riemannsche Unter-
mannigfaltigkeit von N.

(b) . erhilt das Skalarprodukt von horizontalen Vektoren.

Hierbei heifit v € T,N(p € N) horizontal, wenn u orthogonal zur Faser durch
p ist. Zu den Fasern tangentiale Vektoren heiflen vertikal. Mit V bzw. H be-
zeichnen wir das Untervektorbiindel von T'N aller vertikalen bzw. horizontalen
Vektoren, also

V:=Kemmr, , H:=V+ .

Die Projektion von TN auf das horizontale bzw. vertikale Untervektorbiindel
bezeichnen wir ebenfalls mit H bzw. V.

Ist in obiger Situation IV eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so heifit =
Riemannsche Submersion. Die Bedingung (a) ist stets erfiillt, wenn N eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit ist. Zur Theorie' Riemannscher Submersionen
siche auch [Be3], Chapter 9.

Sei im folgenden stets 7 : N — M eine pseudo-Riemannsche Submersion.
Fir jeden Punkt p € N ist m,|H, : Hp — Tr(p)M eine lineare Isometrie. Zu
jedem Vektor v € T,y M existiert dann genau ein Vektor ¥ € H, mit 7.0 = v; @
heifit der horizontale Lift von vin p. Der Prozefl des Liftens 148t sich punktweise
auch fiir ein Vektorfeld Z € X(M) durchfiihren, und man erhélt ein eindeutig
bestimmtes (differenzierbares) Vektorfeld ZE T'(H) mit mZ = Z ow; Z heift
der horizontale Lift voan Z. Eine horizontale Kurve in N ist eine Kurve in N,
deren Geschwindigkeitsvektor in jedem Punkt horizontal ist. Ist @ : I — M
eine Kurve und @ : I — N eine horizontale Kurve mit 7 o @ = a, so heifit & ein
horizontaler Lift von c.

In den nun folgenden Definitionen seien X,Y € I'(H) und V,W € I'(V).
Durch
QX,Y) = -V[X,Y]
wird eine schiefsymmetrische V-wertige Vektorbiindel-Bilinearform {2 auf H de-

finiert.  heifit die Krimmungsform von H und kann als ein (vektorielles) Maf
fiir die Integrabilitit von 7 interpretiert werden. Es gilt ([ON1], 5.461)

(1) QX,Y) = —2VVxY .
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Die symmetrische H-wertige Vektorbiindel-Bilinearform AY auf V mit
RY(V, W) i= HVyW

heifit die zweite Fundamentalform von V. Da V stets integrabel ist, kann man
kY auch als die zweite Fundamentalform der durch V induzierten Blitterung
von IV interpretieren. Schlieflich definieren wir noch den Formoperator A™ von
H bzw. den Formoperator AY von V durch

ARX = —HVxV , A%V = -VVpX .

Mit der Ricci-Identitdt folgt leicht

1
(2) <AX,Y> = —5<0X,Y), V>,
(3) <AYV,W> = <hY(V,W), X> ;

also ist AY ein schiefsymmetrischer Vektorbiindel-Endomorphisms von H und
AY, ein selbstadjungierter Vektorbiindel-Endomorphismus von V.

Beispiel: Die Hopf-Abbildung 7 : $*™*+! — CP™ bzw. « : H*™t1  CH™
ist eine Riemannsche bzw. pseudo-Riemannsche Submersion. Sei 7 : N — M
eine der beiden Submersionen. Wir betrachten N als Untermannigfaltigkeit von
€™ und kénnen somit die komplexe Struktur J von €™+! auf Vektorfelder
X € X(N) anwenden. V € X(N) bezeichne das vertikale Einheitsvektorfeld
auf N mit den Integralkurven ¢ s ze™ (2 € N). Wir definieren € := <V, V>,
also ¢ = 4+1 (bzw. ¢ = —1) im projektiven (bzw. hyperbolischen) Fall. Dann
gilt

(4) V=RV , =0, 4V =0,
und fiir alle X, Y € I'(H):

(5) APX =-UX
(6) QX,Y) =2<TX,Y>V .

Fiir jeden Punkt z € N ist H, kanonisch isomorph zu dem orthogonalen Kom-
plement (€z)1 von €z in €™ (man beachte, daB im hyperbolischen Fall das
orthogonale Komplement beziiglich der Bilinearform 8 gemaf 1.11 zu bilden ist).
w ist ein Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe S, und 7 ist ein Zusammenhang
im Sinne von [KN1], 5.63.

Beweis: Die Integralkurven von V durchlaufen gerade die Fasern von w, woraus
V = RV folgt. Da die Integralkurven von V Geoditische von N sind, ist jede
Faser von m total-geodétisch in NV, also AY = 0 und damit auch 4Y = 0. Seien
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¥ die Levi-Civita-Ableitung von €™ (beachte die unterschiedlichen Metriken
auf €™ fiir die beiden verschiedenen Fille) und ¢ := —JV. Mit der Gauf-
Gleichung und der Weingarten-Gleichung fiir N < €™ sowie der Parallelitit
von J folgt

VxV =VxV =Vx(T¢) = JVxt =TX € T(H)
fiir alle X € I'(H); beachte hierbei die J-Invarianz von . Damit gilt
AfX = —HVxV = -TX .

(6) folgt aus (2) und (5). Die Aussage iiber H = V* folgt aus V = RV. Daf =
ein Prinzipalbiindel ist, ist wohlbekannt. a

3.2 Die Levi-Civita-Ableitung bei pseudo-Riemannschen Submersio-
nen

Die Bezeichnungen seien wie in 3.1. Wir beschreiben nun den Zusammen-
hang zwischen den Levi-Civita-Ableitungen bei pseudo-Riemannschen Submer-
sionen (vgl. auch [ON1]).

Theorem: Sei # : N — M eine pseudo-Riemannsche Submersion. Dann gilt
fur alle X,Y € X(N):

(1) mVxY =Vxm Y — m (Al (HY) + Al% (HX) - RY(VX,VY)) ,
~ ~ 1

(8)  VVxY =VVx(VY)— A (VX) - EQ{HX,'HY) :

Beweis: zu (7): Es gilt

VxmY —m, v xY

= Vx(r.HY) — m.Vx(HY) — . V3 x(VY) - m, Vyx (VY)

= Vx(mHY) - mVx(HY) + m Al (HX) — m BY(VX,VY) .
Es bleibt also noch zu zeigen
(9) mVxY=VxmY -mAlY firale X € ¥(N), Y eT(H) .
Offenbar geniigt es, (9) fiir X € I'(H) und X € I'(V) nachzuweisen. Fiir
X ¢ T(H) ist (9) die bekannte Formel von O’Neill ([ON1], S.460). Seien also
X eI(V) und Y € I'(H). Dann gilt

(10) mVxY = m[X, Y]+ mVyX = n[X, Y] - mA¥Y .
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Mit der Cartanschen Strukturgleichung fiir den (verschwindenden) Torsionsten-
sor von M (vgl. [GKM)], 5.48) erhalten wir

(11) 7 [X, Y] = VxmY .

Aus (10) und (11) folgt (9) fiir X € (V) und ¥ € I'(H). Insgesamt ist damit
(7) bewiesen.

zu (8): folgt leicht mit der Definition von 4" sowie (1). a

3.3 Projektionen von Geodéatischen

Wir untersuchen nun das Verhalten von Geoditischen unter pseudo-Rie-
mannschen Submersionen. Die Bezeichnungen seien wie in 3.1.

Korollar: Seien m: N — M eine pseudo-Riemannsche Submersion und v eine
Geoddtische von N. Dann gilt fiir die Projektion 7 o~ von ¥ auf M

(12) Veroq :m(zAj".r(m) -V 1,Vv7) .
Beweis: Die Behauptung folgt aus (7). o

Insbesondere folgt aus (12) die bekannte Tatsache, daB horizontale Geodi-
tische unter pseudo-Riemannschen Submersionen wieder auf Geoditische abge-
bildet werden. Speziell fiir CP™ und CH™ erhilt man:

Bemerkung: (Die Geodétischen von CP™ und CH™)

Seien M entweder CP™ oder CH™ und = die Hopf-Abbildung auf M. Ferner
seien p € M, u € T,M mit |lul| =1, 2 € 77 ({p}) und v € €™ der (bis auf
die kanonische Isomorphie €™ "' ~ T,€™*!) horizontale Lift von %. Dann ist

7:R— CP™ , t+— m(cos(t)z + sin(t)v)

bzw.
7:R— CH™ , t+—— m(cosh(t)z + sinh(t)v)

die maximale Geodétische von €P™ bzw. CH™ mit v(0) = p und Y(0) = u.

Wir wenden das Korollar nun in der folgenden Situation (S) an:

N < N
(5) 7| A7
M < M .
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Hierbei sind ¥ : N — M die Hopf-Abbildung entweder auf CP™ oder auf
CH™, M eine zusammenhingende Untermannigfaltigkeit von M, N := 7~ (M)
und 7 := 7N : N — M. N ist eine zusammenhéngende Untermannigfaltig-
keit von NV und 7 : N — M ist eine surjektive pseudo-Riemannsche Submer-
sion (7 ist — wie ¥ — ein Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe 5!). Ferner
seien V € X(N) das vertikale Einheitsvektorfeld auf N mit den Integralkurven
trs ze (z € N) und € := <V, V>, also ? = 1.

Theorem: Seien in der Situation () v eine Geoddtische von N und a =mwoy
die Projektion von v auf M. Dann gilt

(13) Vsa=—2wPa ,

wobei w := <7,V o> eine reelle Konstante ist. Fir die Geschwindigkest von
a gilt

(14) lel? =<7,7> - ew?

(Fir die Definition von P und V siche 2.1.)

Anmerkungen: a) Fiir 4 wird auf S. 29 die interessante Darstellung (15)
hergeleitet.

b) w:=¢ <.,V > ist die Zusammenhangsform des Prinzipalbiindels .

Beweis: Die Einparametergruppe von V besteht aus Isometrien von N. Da-

her ist V ein Killingfeld auf N, woraus die Konstanz von < 7,V o > folgt
([ON3], S.252). Die Fasern von = sind total-geodétisch in N und damit auch
total-geodétisch in N; daher ist hY = 0. Sei ZH der Formoperator des horizon-
talen Untervektorbiindels H beziiglich 7. Dann folgt mit der GauBgleichung fiir
N — N sowie (5) (fiir ZH) und (12) fiir alle Vektorfelder X lings o und deren
horizontale Lifte X lings :

<Vpa,X> = 2w<m A, (H7),m X >
= 2w< Al (HY), X> = 2w <Ay, (H7), X>
= —2w<TH7Y, X> = —2w<m, THY, X>
= —2w<JTHY,X> = —2w<Pa,X> .
Hieraus folgt (13). Schlieflich gilt
l&l? = ma v |? = lImH|? = |7 |2
=<‘i’,7">—<V1",V’5’>:<‘%,’i>gsw2 : O
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Anmerkung: Wir haben damit auch bewiesen, da8 jede nicht-vertikale Geo-
ditische von N die Fasern von 7 stets in gleichem Winkel schneidet.

Wir geben nun eine Charakterisierung der total-reellen, komplexen bzw.
CR-Untermannigfaltigkeiten von M an.

Satz 1: In der Situation (§) gilt

(i) M ist genau dann eine total-reelle Untermannigfaltigkeit von M, wenn far
jede Geoditische v von N die Projektion o = mo~y von 7 auf M eine Geoddtische
von M ist.

(1) Ist M eine kompleze Untermannigfaltigheit von M, so ist fir jede nicht-
horizontale und nicht-vertikale Geoditische v von N die Projektion o = mory von
v auf M eine sphirische Kurve in M mit nichi-verschwindender geoddtischer
Krimmung (d.h. e ist keine Geoddtische von M ).

(i) M ist genau dann eine CR-Untermannigfaltigeit von M, wenn fir jede
Geodatische v von N das Vektorfeld JV o lings o = woy tangential zu M ist.

Anmerkung: Ob komplexe Untermannigfaltigheiten von M durch die in (i1)
beschriebene Eigenschaft charakterisiert werden, ist ein interessantes Problem.

Beweis: zu (i): M ist genau dann total-reell, wenn P = 0 gilt. Da w = 0 nur
fiir horizontale Geoditische gilt, folgt die Behauptung aus dem Theorem.

zu (ii): Nach (14) hat o nicht-verschwindende konstante Geschwindigkeit. Als
komplexe Untermannigfaltigkeit einer Kéhler-Mannigfaltigkeit ist M selbst eine
Kéhler-Mannigfaltigkeit und P die komplexe Struktur von M ([YK4], 5.180),
d.h. es gilt VP = 0. Mit (13) folgt

VoVsa = —2wVs(Pa) = —2wPVsa = dw?P? &

= dwia=— 2 <V,§6£,V§é!>d 5
llel?

d.h. o ist eine sphérische Kurve in M mit geoditischer Kriimmung 2|w| # 0.

zu (iii): M ist genau dann eine C R-Untermannigfaltigkeit von M, wenn FP = 0
gilt (siehe 2.1). Da JVsa genau dann tangential zu M ist, wenn FVga = 0
gilt, folgt die Behauptung aus dem Theorem. a

Unter Verwendung des Theorems kénnen wir eine weitere interessante Aus-
sage beweisen.

Satz 2: In der Situation () gilt: M ist genau dann geoddtisch vollstindig,
wenn N geoddtisch vollstindig ist.

28

Beweis: Jede Geodétische von M erhélt man durch Projektion einer horizontalen
Geoditischen von N. Daher folgt die geodétische Vollstindigkeit von M aus der
geoditischen Vollstandigkeit von N.

Sei nun andererseits M geodatisch vollstindig. v : T — N sei eine maximale
Geodétische von N mit 0 € I. Wir nehmen § := sup I < co an. Aufgrund des
Theorems hat o = 7 oy konstante Geschwindigkeit 7 := | a|| > 0 in M. Daher
ist a auf I gleichméfiig stetig. Da auflerdem nach dem Satz von Hopf/Rinow M
als metrischer Raum vollstindig ist, existiert

a(8) = h{l} a(t)

in M. Seien nun 7 : TM — M die kanonische Projektion und K : TTM —» TM
die Zusammenhangsabbildung von M; also Ku = V0 fiir alle w € TT'M, wobei
o :=idrp. Ferner sei § € X(TM) das Vektorfeld auf TM mit

wS=0¢ , KS=-2wPoo ,

wobei w = E<’§f,V ov> € R. Aufgrund des Theorems ist a eine Losung der
Differentialgleichung & = § o, d.h. aist eine Integralkurve von S. Seien L eine
kompakte Umgebung von «(8) in M und I"M := {v € TM | ||v|| = r}. Dann
ist 7~}(L) N T™M kompakt in T"M, da 7|T"M : T"M — M eine eigentliche
Abbildung ist. Ferner verliuft  in der Nihe von § ganz in 7-1(L). Aufgrund
des Randverhaltens von Integralkurven ([ON3], 5.30) ist daher a keine maximale
Integralkurve von §, d.h. a 1384 sich in § differenzierbar fortsetzen. Damit 1aft
sich aber auch « in § differenzierbar fortsetzen zu einer Kurve 8 : TU {§} — M.
Sei A3 der horizontale Lift von 8 mit 3(0) = v(0). (Die Existenz von horizontalen
Liften von Kurven in Prinzipalbiindeln ist bekannt, vgl. etwa [KN1], 5.69.)
Ferner sei
b: I — N,tr—s y(t)e ™" .

b ist eine horizontale Kurve in N mit mob=1. Aufgmild der Eindeutigl.:eit von
Liften folgt b = &, wobei & der horizontale Lift von a mit &(0) = v(0) ist, d.h.
es gilt
(15) (t) = &(t)e™" .
Wegen B|I = a ist dann 3|I = & und damit

TU {8} — N,tr— B(t)e™?

eine differenzierbare Fortsetzung von v in §, im Widerspruch zur Maximalitat
von 7. Daher mufl sup I = +oo gelten. Analog beweist man inf I = —oc. Da
die Geodétische v von N beliebig gewihlt war, ist Satz 2 nun bewiesen. o
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Anmerkgng: Im Falle des projektiven Raumes kann man auch einen anderen
Beweis mit Hilfe des Satzes von Hopf/Rinow geben. Auch im hyberbolischen
Fall 188 sich solch ein “metrischer” Beweis fithren, indem man aus der Lorentz-
Metrik auf N mit Hilfe des zeitartigen Einheitsvektorfeldes V in kanonischer
Weise eine Riemannsche Metrik auf N konstruiert.
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$4: Rohren und Fokalflachen

4.1 M-Jacobifelder in Riemannschen Mannigfaltigkeiten

_ Seien M eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
M und v : [0,b[— M (b € R} U {co}) eine M-normale Geoditische von M,

pi=7(0),z:= “r(D) Hierbei heiit v M-normal, wenn p € M und 0 # z € 1L, M.
Ein Jacobifeld ¥ langs + heiit M -Jacobifeld, wenn
Y(0) € T,M und A.Y(0)+Y'(0) e L,M ,

wobei Y' die kovariante Ableitung von Y in M bezeichnet. Die Menge J(v, M)
aller M-Jacobifelder lings - ist ein (dim M )-dimensionaler R-Vektorraum. Dies
folgt aus
T(v, M) = {(0,6) | £ € LM} & {(v,—A:v) | v € T, M}
E TPH x Tp—ﬂ ,
da alle Jacobifelder ¥ lings v eindeutig durch die Anfangswerte (¥'(0),Y'(0))
charakterisiert sind. Ein Vektorfeld ¥ lings + ist genau dann ein M-Jacobifeld,

wenn Y das infinitesimale Variationsvektorfeld einer M-normalen geodétischen
Variation von v ist ((ON3], 5.281).

Wir benutzen in diesem Paragraphen die folgenden Bezeichnungen (fiir wei-
tere Bezeichnungen siehe 2.1):

7: 1M — M sei die kanonische Projektion;

K+ :T(LM) — LM sei die normale Zusammenhangsabbildung von
M, also K+u = Dyo fiir alle w € T(LM), wobei ¢ := id 1pr;

ferner definieren wir fiir 7 € R4
B:=B,:={z € L'M | exp" ist definiert in rz} ;

$:=9,:8— M,z expi(rz) sei die Réhrenabbildung vom Radius
rum M;

7 :=7" sei das Vektorfeld lings & mit 7, := 7.(r) fiir alle z € B, wobei
7, : [0,r] — M die Geodatische von M ist mit 7,(0) = 2.
Anmerkungen: a) (vgl. [Re2], 5.75)

(1) Fiir jeden Normalenvektor z € LM ist die Abbildung

T.(LM) — T,M & LM, u — (tou, K'u)
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ein Vektorraum-Isomorphismus, wobei p := 7(z).

(2) Fiir jedes 2 € L'M und jedes u € To(L' M) gilt <KLu, 2> = 0.

b) Fiir jedes r € Ry ist B, offen in L1 M. Wir betrachten stets nur solche r, fiir
die B, # @ gilt.

¢) Zur Differenzierbarkeit von 7 siehe [Re2], S.75.

Das folgende Theorem ist von wesentlicher Bedeutung fiir die Berechnung
— der Brennpunkte von Untermannigfaltigkeiten (4.3),
— der Eigenwerte des Formoperators der Réhrenabbildung um Untermannig-
faltigkeiten (4.4),

— der Hauptkriimmungen der Parallel- und Fokalflichen von Hyperflichen
(4.5).

Theorem: Seien M eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M und y : [0,b]— M eine nach der Bogenlinge parametrisierte M-
normale Geoddtische von M, z := 7(0). Ferner seien u € T,(L'M) und Y das
M -Jacobifeld lings v mit Y (0) = T.u und Y'(0) = Ktu— A,7u. Dann gilt fir
jedes v € 10,8

(3) Y(r)=%.u ,
(4) Y'(r)=Vu" .

Bemerkung: Ist ¥ ein M-Jacobifeld lings v, so existiert nach (1) genau ein
u € T;(LM) mit ¥(0) = r,u und ¥'(0) = K1u — A,7,u. Dann gilt

(5) u€T,(L'M) = <Klu,2>=0¢= <¥,7>=0 .

Beweis: Seien € € Ry und a : ] —¢,e[ — M eine Kurve in M mit a(0) = Y(0).
U und V seien die (beziiglich D) parallelen Normalenfelder lings o mit U) =z
und V(0) = (Y'(0))*. Fiir das Vektorfeld W lings o mit W(t) := U(t) + ¢tV (f)
gilt dann W(0) = z, und mit der Weingarten-Gleichung folgt

W'(0)=U'(0) + V(0) = —4, &(0) + V(0) = Y'(0) .

Wegen <U(0),V(0)> = <z, Ktu> = 0 (vgl. (2)) und der Parallelitit von U
und V gilt [[W(2)]|*> = 1+ ¢2||V(0)||*. Seien r € ]0,5[ und Z := W/||W]. Es
gilt Z(0) = z und Z'(0) = Y'(0); ferner ist Z(¢) € B, fir alle ¢ € ] —¢e,elund e
hinreichend klein. Nun gilt

7. Z(0) = (F_c;?)(o) =a(0) =Y(0) = ,
K+ 2(0)=D. o= 2'(0)+ Az a(0)

Z(0)
=Y'(0) + A.Y(0) = K'u ,
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woraus mit (1) Z(0) = u folgt. Man betrachte nun die geoditische Variation
G :(t,8) — G(t,3) 1= G,(t) := exp (tZ(3)) .

Es gilt
(s — G(0,5))(0) = &(0) = Y (0) ,

Vo,o(8 — G.(0)) = Va,_,Z = Z'(0) = Y'(0) .

Also ist V' das infinitesimale Variationsvektorfeld von G und es folgt

Y(r) = (67 G )0) = B0 2(0) = 8,0 5(0) = Brou

Y'(r)=Vo.o(s — Gu(r)) = Vo, (1" 0 2)=V_ 7" =Vun" .

#(0)
Damit ist das Theorem bewiesen. Zur Bemerkung: Aufgrund von (1) uf).d (2)
gilt v € T,(L'M) genau dann, wenn <K1u,z> = 0. Da Y Jacobifeld lings v

ist, existieren ¢,d € R mit <¥(),7({)> = ¢t + d. Die Behauptung erhalten wir
dann aus

d=<Y(0),7(0)>=0 ; ¢=<Y'(0),7(0)> = <K u,z> . a

Korollar: Seien M eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M und + € Ry. Dann gilt <®poe,70> = 0 und <nf,ni> = 1 fiir alle
2 € B, und u € T,(L*M). Ist &, eine Immersion, so ist " ein Einheitsnorma-
lenfeld von @..

Beweis: Seien 2z € By, u € T;(1'M) und ¥ das M-Jacobifeld lings der Geo-
détischen v : [0,7] — M,t > expt({z) von M mit ¥{(0) = 7.u und Y'(0) =
Kty — A,7.u. Mit (3), (5) sowie der Definition von 7" folgt

<@ u,n> = <Y(r),7(r)>=0 .
Da auflerdem <nl,n.> = <“ir{1‘),’i(r)> =1, folgt die Behauptung. O

4.2 M-Jacobifelder in lokal-symmetrischen Rdumen

In lokal-symmetrischen Raumen lassen sich die Jacobifelder explizit berech-
nen (vgl. [GKM], S.131). Unter “lokal-symmetrischer Raum” verstehen wir im
folgenden stets “Riemannscher lokal-symmetrischer Raum”.
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Sei M ein lokal-symmetrischer Raum. Fir z € T,M , p € M, ist &, :=

E(.,2)z ein selbstadjungierter Endomorphismus auf T,M. Sei v : [0,b[— M

eine nicht-konstante Geoditische von M, p := 7(0), 2 := ’Y(O) Firv € T,M
bezeichne B, das parallele Vektorfeld lings v mit B,(0) = v. Die Jacobifelder
lings v erhélt man dann durch Linearkombinationen der “Basis-Jacobifelder”
Y lings v mit
Y0 =v , Y(0)=0 : Y =cos. B,
Y(0)=0 , Y'(0)=v : Y =sin, B,

1

wobei k ein Eigenwert von R, und v € T, M ein zugehdriger Eigenvektor ist.
(Sind z und v linear unabhéngig und gilt ||z|| = 1, so ist x die Schnittkriimmung
von M beziiglich dem von z und v aufgespannten 2-dimensionalen Untervektor-
raum von T, M.) Die Funktionen sin, und cos. bilden das bekannte Fundamen-
talsystem von Losungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung 3" + sy = 0.
Explizit gilt
ﬁ sin(y/kt) fir x>0
sing(t) =< t fir k=0
= sinh(v=kt)  fir x<0

cos(/xt) fir k>0
cos(t) = ¢ 1 fir k=0
cosh(+/—xt) fiir k<0

Fiir spédtere Anwendungen definieren wir noch

sin cos
tang == —= ; coty i= —b
08, sin,

Seien nun M eine Untermannigfaltigkeit von M und 7 : [0,6— M eine

nicht-konstante M-normale Geodatische von M, p = v(0), z = 7(0). Um eine
méglichst einfache Darstellung der M-Jacobifelder lings  zu erhalten, mufi man
fordern, daB sich die Geometrie von M in p in gewisser Weise an die Geometrie
von M in p anpafit. Als sehr praktikabel erweist sich die Bedingung

(K) R.(T,M)C T,M undfir R,:=R,|T,M gilt R,oA, =A.oR, .

(K) ist dquivalent zu der Aussage, dafl T, M eine gemeinsame Basis aus Eigen-
vektoren von R, und A, besitzt.

Gilt (K), so erhdlt man alle M-Jacobifelder lings v durch Linearkombina-
tionen der “Basis-M-Jacobifelder” Y, lings +:

o
¥

(cosx —Asing)B, fir ve E.NTh 4
sin, B, fir ve€ Exnl,M
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Hierbei bezeichnet E,. bzw. T den Eigenraum von R, bzw. A, beziiglich des
Eigenwertes x bzw. .

Ist M eine reelle Raumform, so ist die Bedingung (K) stets erfilllt. Fiir
nicht-euklidische komplexe Raumformen gilt (man beachte, daB jede komplexe
Raumform ein lokal-symmetrischer Raum ist, vgl. 1.7):

Lemma: Seien M eine Untermannigfaltigkeit einer komplezen Raumform M
der holomorphen Schnittkrimmung ¢ # 0 und z € L'M, p = 7(2). Dann gilt

(i) Spec(R.) = {0,c,c/4} und
By=R: , E.=RJz , Es=(C2)" .

(i1) z erfullt genau dann die Bedingung (K), wenn eine der folgenden zwei Aus-
sagen gilt:

(I) Jz€ L, M ,

(II) Jz € T,M und Jz ist eine Houptkrimmungsrichtung von M in p beziglich
2.

Anmerkung: Fiir komplexe Untermannigfaltigkeiten von komplexen Raumfor-
men gilt also stets die Bedingung (K).

Beweis: (i) folgt leicht mit der expliziten Darstellung von R in 1.7. (ii) folgt aus

(i) o

4.3 Brennpunkte

__ Seien M eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
M und v : [0,b]— M eine nach der Bogenlinge parametrisierte M-normale

Geoditische von M, z := 7(0). Ist exp: singulir an der Stelle rz fir ein
r € ]0,b[, so heifit ¥(r) ein Brennpunkt von M lings . Die Dimension u(r)
des Kerns von expy,, heifit dann die Vielfachheit des Brennpunktes. Ist speziell
M ein Punkt, so heifit ein Brennpunkt von M langs 4 auch konjugierter Punkt
langs 7.

Geometrisch a8t sich ein Brennpunkt 4(r) von M lings v dadurch charakte-
risieren, dafl eine Familie von M-normalen Geodétischen mit Anfangsgeschwin-
digkeitsvektoren in der Nahe von z existiert, die in 4(r) fast zusammentreffen
([ON3], 5.283).

Satz: Seien M eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit M und -y : [0,b(— M eine nach der Bogenlinge parametrisierte M -normale
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Geoditische von M, z := 7(0), r €]0,b[. Ferner sei g der Diffeomorphismus
LM — 1M, 7 r%. Dann gilt

Kern expy;., = {g.u | u € T.(L' M) mit Y(r) = 0, wobei ¥ € J(v,M) das M-
Jacobifeld lings v mit Y(0) = mou und Y'(0) = Klu —
A rou ist }.

Insbesondere sind folgende zwei Aussagen dquivalent:
(i) v(r) ist ein Brennpunkt von M lings v mit der Vielfachheit u(r).

(ii) Es ezistiert ein M-Jacobifeld ¥ # 0 lings v mit Y(r) = 0 und es gilt
p(r) = dim{Y € J(y,M) | ¥(r) = 0}.

-Bew'ei.s: Seien w € Tp;(LM) und # : R — Rz, t v tz. Wir spalten w auf
in die zu L"M tangentiale Komponente g,u mit « € T,(L'M) und die radiale

Komponente af?(r) mit a € R, also
w= g,u+a,é(r) .
Mit (3) folgt dann

(6) expyw =Y(r) +a7(r) ,

wobei ¥ das M-Jacobifeld lings v mit ¥'(0) = 7w und Y'(0) = Ktu — A,ru
ist. Aus (6) folgt mit (5) die Behauptung. |

Anmerkung: Einen anderen Beweis fiir diesen Satz ohne die Behauptung iiber
die Vielfachheit findet man in [ON3], $.283.

Korollar: Seien M eine Untermannigfaltigheit eines lokal-symmetrischen Rau-
mes M und v : [0,b]— M eine nach der Bogenlinge parametrisierte M -normale

Geodalische von M, p = 4(0), z = "Y(O), T € 10,b. Fir z gelte die Bedingung
(K) aus 4.2. Wir definieren

1 := {x € Spec(R;) | sink(r) # 0; A = cot.(r) € Spec(4.); E. N Ty # {0},
2y := {r € Spec(R,| L, M) | sin(r) = 0} .

Dann gilt: ~(r) ist genau dann ein Brennpunkt von M ldngs v, wenn Q, #0
oder Qy # 0. Fir die Vielfachheit des Brennpunktes gilt dann

pr)= 3 dm(Be N Teor,m) + Y dim(E. N L,M) .
kEf ®EMN;
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Beweis: Das Korollar folgt mit dem vorhergehenden Satz und der expliziten
Darstellung der “Basis-M-Jacobifelder” lings v (vgl. 4.2). a

Anmerkungen: a) Dieses Korollar zeigt, dafl es auch Brennpunkte von M
lings v geben kann, die nicht von der Geometrie von M in p abhéngen (z.B.
falls Q; = 0@ und Q5 # 0). Solche Brennpunkte sind stets konjugierte Punkte
langs 7.

b) Wahlt man speziell M = {p} mit p € M, so erhéilt man die konjugierten
Punkte lings Geoditischen in lokal-symmetrischen R&umen. «(r) ist genau
dann ein konjugierter Punkt lings v, wenn sin,(r) = 0 fiir ein & € Spec(R,)
gilt.

Beispiel 1: Seien M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit einer m-dimen-
sionalen komplexen Raumform 3 der holomorphen Schnittkrimmung ¢ und
7 :[0,b[— M eine nach der Bogenlinge parametrisierte M-normale Geodétische

von M, p=~(0),2 = "r((}). Dann ergeben sich mit dem vorhergehenden Korollar
sowie Lemma 4.2 in den Fillen

(I) Jz€ LM ,

(I1) Jz € T,M und Jz ist eine Hauptkriimmungsrichtung von M beziiglich z,
dh. A, Jz=aJzfireina € R

die folgenden Brennpunkte v(r) von M lings 7, wobei A ein Eigenwert von 4,
und m dessen Vielfachheit ist.

c r Vielfachheit | Voraussetzungen
>0 %/57”’ 1 v ungerade
%mx 2m —n —1 | v gerade
\% (arccot(-—zﬁ;\) + m/) my
=01 my A>0
<0| Aehrcoth ()) | ma A L=

Tabelle 1: Brennpunkte von M lings v im Fall (I)
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ey T Vielfachheit Voraussetzungen
>0 :}—cmz 2m —n—1
2 2 my, fir A #a
Ve (arccot(ﬁA) +7w) my—1, fir A=q
= (arccot (%a) + rrv) 1
=03 my A>0
2 2 my, fir A#a =
<0 | Frhreoth (A2) ma—1, fir A=a|*> "3
ﬁArcoth (—‘/1_=ca) 1 a>—¢

Tabelle 2: Brennpunkte von M lings v im Fall (I1)

Anmerkungen: &) In den Tabellen ist » € IN so zu wéhlen, dal r > 0 und
7 in r definiert ist. In den Tabellen werden in folgenden Fillen Brennpunkte
mehrmals aufgefiihrt: in Tabelle 1 fiir ¢ > 0 und A = 0; in Tabelle 2 fiir ¢ # Ound
Az—a)\—f = 0 (siehe auch Theorem 2 in 5.2). Die entsprechenden Vielfachheiten

sind dann zu addieren. Die nachfolgenden Tabellen sind ebenfalls in dieser Weise
zu interpretieren.

b) Ist M der komplex projektive Raum, so findet man entsprechende Resultate
in [CR], 5.486. Die dort angewandte Methode zur Berechnung der Brennpunkte
unterscheidet sich aber wesentlich von unserer Methode. Cecil/Ryan berech-
neten mit einer geeigneten lokalen Trivialisierung des Normalenbiindels explizit
das Differential der normalen Exponentialabbildung, wobei sie die spezielle Si-
tuation mit der Hopf-Abbildung auf CP™ ausnutzten. Montiel [Mo2] hat mit der

Methode von Cecil/Ryan auf analoge Weise entsprechende Resultate in CH™
hergeleitet.

¢) Wahlt man speziell M = {p} mit p € M, so erhilt man die konjugierten
Punkte lings nach der Bogenlinge parametrisierten Geoditischen in komplexen
Raumformen:

c r I Vielfachheit

>0 Z(F+mv) |1

%‘NV [ 2m—1

< 0|keine konjugierten Punkte
Tabelle 3: Konjugierte Punkte in komplexen Raumformen

38

Beispiel 2: a) Fiir die Brennpunkte von CP* bzw. RP* in CP™ gilt die
folgende Tabelle:

M T |  Vielfachheit
P % 4w % +1
(0<k<m—-1)| v 2Am—-k—-1)+1
IRP* T+ k-1
(1<k<m) v 2m—k —1
arccot(cos(a(y))) + v |1
—arccot(cos(a(y))) + 7w |1

Tabelle 4: Brennpunkte von €P* bzw. RP* in CP™

Hierbei ist () € [0, §] definiert als der nicht-orientierte Winkel zwischen J 7(0)
und T.T(D)IRP* (wobei y : [0, 00[— CP™ eine nach der Bogenlinge parametrisierte
IRP*-normale Geodatische von CP™ ist).

b)CH*0 <k < m—1) bzw. |RHk(l < k < m) hat keine Brennpunkte in CH™.

Anmerkung: Die Verteilung der Brennpunkte von IRP* (ohne ihre Vielfach-
heiten) in Abhéngigkeit von () 14t sich der folgenden Skizze entnehmen:

/|

aly)

STE]

> r
T 27

e
IS E]

Beweis: zu a): Die Brennpunkte fiir CP*¥(0 < k < m — 1) ergeben sich aus
Tabelle 1 mit ¢ = 4, A = 0 und m) = 2k = n. Fiir RP™ konnen wir Tabelle 2
mit ¢ =4, A =0 = a und m) = m = n anwenden.
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Seien nun M = IRP* (1 < k < m —1) und 7 : [0,00[— CP™ eine nach der
Bogenlinge parametrisierte M-normale Geoditische von CP™, p = 4(0), z =

7(0). Gilt Jz € L,M (bzw. Jz € T,M), so kénnen wir Tabelle 1 (bzw. Tabelle
2) anwenden; andernfalls ist die Bedingung (K) fir 2 nicht erfiillt. Wir setzen

daher im folgenden Jz ¢ L ,M und Jz ¢ T, M voraus, also a(y) € 10, 5[, und
definieren
tz _ f=

U= — v i=
lit=]l ° £zl
sowie

a:=<u,Jz> , bi=<v,Jz> .
@ : T,CP™ — (€2)* sei die kanonische Projektion. Es gilt

) a=cos(a()) #0 , b= sin(a(y)) £0 ,
(8) Jz=au+bv ,

(9) Qu=1u—alz=bu—abv ,

(10) Qu=v—bJz=a’v—abu .

Sei nun

ULy ooy Uk—1, Uk = Uy V1y ooy V2n—k—2, V2m—k—1 := U, Vam—k '= 2

eine Orthonormalbasis von T,CP™, so dafl u1,...,ux eine Orthonormalbasis von
Tp M ist. Wir erhalten die folgende Basis von J(y, M):

Xi(t) :==cos(t)By;(t) (j=1,...,k—1)
Xu(t) = cos(t) Bgu(f) + acos(2t)J ¥(t)
Yi(t) :=sin(t)Bo; (£) (j=1,..,2m -k —2)
Y, (t) := sin(t)Bgu(t) + %bsin{%}.f’)"(t)
Y. (t) :=¢7(8) .
Ist Z € J(v, M), so existieren Q1o Ok—1, 01, ooy Bom—k—2,, 5,6 € R mit

k—1

Z(t) = z a; cos(t)By;(t) + e cos(t) Bg.(t)
=1
2m—k—2

+ Y Bjsin(t)B,(t) + Bsin(t)Ba.(t)
4=

+ (aacos(2t) + %ﬁb sin(2¢))J (1)

+6t(t) .
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1. Fall: r = + v (v € N).
Wir machen den Ansatz

2m—k—2

0=2(r)=(-1)" 3 BiBy(r)+(-1)"BBgu(r)

i=1

—aal Y(r)+ 67 7(r) .

Da v1,...;V2m—k—2,Qv,Jz,2 linear unabhingig sind, gilt dies auch {fiir

Boy(7); ooy Bugrna(r)y Bu(r), J7(r), 7(r). Also gilt 0 = B, ..., fam—k—2, 5 t,
§ und damit

{Z € J(v,M) | Z(r) = 0} = Spann{Xy,..., Xg_1} .

Nach Satz 4.3 ist daher 4(r) ein Brennpunkt von M lings 4 mit der Vielfachheit
k—1.

2. Fall: r = 7w (v € INy).
Analog zum 1. Fall schlieit man hier
{Z € J(v, M) | Z(r) = 0} = Spann{}1, ..., Yam k-2, Yo} ,
d.h. y(r) ist ein Brennpunkt von M lings v mit der Vielfachheit 2m — k — 1.
3. Fall: r ¢ ZIN.
Mit dem Ansatz Z(r) = 0 folgt ay,...,6—1,01, o0, B2m—k—2,6 = 0 und
| 0 =acos(r)Bgu(r) + Bsin(r)Bg.(r)
+ (aacos(2r) + %ﬁb sin(2r))7 7(r) -
Mit (8), (9), (10) folgt hieraus
0 = (e + BA)By(r) + (aps + Bu2)Bo(r)

wobei
A1 = b* cos(r) + a® cos(2r)

. ab(% sin(2r) — sin(r)) ,
p1 = ab(cos(2r) — cos(r)) ,

1
2 = a?sin(r) + Ebz sin(2r) .
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v(r) ist daher genau dann ein Brennpunkt von M léngs v, wenn das homogene
lineare Gleichungssystem

Mo+ Agﬂ =0
e+ paff =0
eine nicht-triviale Losung (e, 8) # (0,0) besitzt, d.h. wenn
(11) 0 = det (’\‘ Az)
Bl p2

1
= Ebz sin(2r) cos(r) + a? sin(r) cos(2r)

= sin(r)(cos’(r) — a® sin®(r)) .
Wegen 7 & ZIN, gilt dies genau dann, wenn
cot’(r) = a* = cos®(a(y)) .
Hieraus folgt nun leicht die Behauptung.

zu b): Der Beweis verliuft analog zum projektiven Fall; bei der Darstellung der
Basis fiir J(y, M) ersetze man sin durch sinh und cos durch cosh. Ferner ist
keine Fallunterscheidung nétig; es ist lediglich die entsprechende Rechnung fiir
den 3. Fall mit beliebigem r € IRy durchzufithren. Die entsprechende Gleichung
fiir (11) ist dann

0 = sinh(r)(cosh®(r) + a’sinh?(r)) .

Da dies fiir kein r € R, gilt, existieren im hyperbolischen Fall keine Brennpunk-
te. a

4.4 Die Eigenwerte des Formoperators von Rohrenabbildungen

Seien M eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
Mundre IR . Wir setzen in diesem Abschnitt stets voraus, daf} die Réhren-
abbildung @ : B — M vom Radius r um M eine Immersion ist, Offenbar ist &
genau dann eine Immersion, wenn fiir jede nach der Bogenlinge parametrisierte
M-normale Geodatische v von M, die in r definiert ist, 7(r) kein Brennpunkt
von M lings v ist. Lokal werden durch & Hyperflichen von M definiert. Nach
Korollar 4.1 ist 7 ein globales Einheitsnormalenfeld von @. Der Formoperator
B von @ besiiglich n ist charakterisiert durch die Weingarten-Gleichung

Vun=-8,Bu (veT,(1'M),z€B) .
B ist ein selbstadjungiertes (1,1)-Tensorfeld auf B; die Eigenwerte von B sind

Hauptkriimmungen der durch & definierten Hyperflichen von M. Der folgende

Satz beschreibt die wesentliche Beziehung zwischen den Eigenwerten von B und
M -Jacobifeldern.
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Satz: Seien in der soeben beschriebenen Situation z € B, u € IB und 0 # u €
To(11M). Ferner seivy:[0,7] — M die Geoditische von M mit 7(0) = z. Dann
sind folgende zwei Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt Bu = pu.
(ii) Fir das M-Jacobifeld Y lings v mit Y (0) = rou und Y'(0) = Ktu— 4,7,
gilt

Y'(r) = —pY(r) .

Beweis: Nach Theorem 4.1 gilt
WY (1) +Y'(r) = ®.(uu — Bu) |

womit die Behauptung folgt. ] 0

Korollar: Sei speziell M ein lokal-symmetrischer Ramr.a. Ferner erfiille z die
Bedingung (K) in 4.2. Dann hat B in z die folgenden Eigenwerte:

K 8ing(r) + Acos,(r)
€08,(r) — Asing(r)

(1)

wobei k € Spec(R,) und A € Spec(A,) mit E, N Ty #1{0}; der zugehorige
Eigenraum ist der horizontale Lift von (Ex N Th)x(;y in L' M, d.h. genauer

{ue T (L'M)| Etu=0, nuc E.NnTy} .

(I1) —cotk(r) ,
wobei & € Spec(R.|(Lr-M) N (Rz)*); der zugehirige Eigenraum ist

{ue T, (L'M) | rou=0,K u € B} .
Anmerkung: Es gilt

rsing(r) + Acosx(r) _
cosx(r) — Asing(r)

cot (8 —r) fir A= cot.(f)
fir A’ +x=0
{ ktan.(f +r) fir A= xtan.(d)
Ist & > 0, so existieren stets #,8 € R mit A = cot.(4) und A = xtan(f); ist
& < 0, so existiert genau dann ein § € R mit A = cot.(f) bzw. A = xtan.(6),
wenn A% 4+ x >0 bzw. A2 + £ < 0.
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Beweis: Das Korollar folgt aus dem vorhergehenden Satz mit der expliziten
Darstellung der “Basis-M-Jacobifelder” in 4.2. Beachte auch, dafl nach Korollar
4.3 fiir k,A wie in (I) stets cos.(r) — Asing(r) # 0 sowie fiir x wie in (I1)

stets sin.(r) # 0 gilt. Die Anmerkung lifit sich mit elementaren Rechnungen
beweisen. O

Beispiel 1: Seien M € {€P*,RP™} und 7 = CP™ baw. M ¢ {CH* RH™)}
und M = CH™ 0 <k < m—1. Fiir r wie in der nachfolgenden Tabelle
ist dann die RShrenabbildung & vom Radius » um M eine injektive Immer-
sion, die auf ganz L'M definiert ist, und N := ®(L'M) eine orientierbare
regulire reelle Hyperfliche von M, die sogenannte Rohre vom Radius r um
M. Durch p = £ 0 ® wird auf N ein globales Einheitsnormalenfeld ¢ defi-
niert. Die Hauptkriimmungen von N beziiglich ¢ sowie deren Vielfachheiten

und Hauptkriimmungsrichtungen sind in der folgenden Tabelle zusammenge-
faft. ‘

M T Hauptkriimmung| Vielfachheit Hauptkriimmungsrichtung
CP* | rg ZIN4 | tan(r) 2k horizontal
re€Ry | —cot(r) 2(m —k —1) | vertikal, orthogonal zu J¢
—2cot(2r) 1 JE
CH* | re Ry | —tanh(r) 2k horizontal
—coth(r) 2(m — k — 1) | vertikal, orthogonal zu JE
—2coth(2r) 1 JE
*Il;P—‘" r Q%TN;__tan(r) m-1 - horizontal, orthogonal zu J¢
r € Ry — cot(r) m—1 vertikal
2tan(2r) 1 J¢
RH™ | re Ry —tanh(r) m—1 horizontal, orthogonal zu J¢
—coth(r) m—1 vertikal
—2tanh(2r) 1 JE

Tabelle 5: Hauptkriimmungen der Réhren um CP*, CH* RP™ RH™

44

Hierbei heifit ein Vektor aus Tg(,)N horizontal (bzw. vertikal), wenn er durch
Parallelverschiebung eines zu M in 7(z) tangentialen (bzw. normalen) Vektors
lings der Geodétischen

¥z i [0,7] — M,t — exp™(tz)

; = k
von M entsteht. Da der Tangentialraum von M in 7(z) fiir M e {CP*, CH*}
bzw. M € {RP™,IRH™} komplex bzw. total-reell ist, kénnen wir auch fo}gefn,
daf die zu Jég(,) orthogonalen Eigenrdume des Formoperators von N beziiglich
§&(z) komplex bzw. total-reell sind.

Beweis: Vorbemerkung: Fiir z € 11 M gilt

i M=CP™
7:(8) w(cos(s)p +sin(s)v) , falls M "
7:(8) = m(cosh(s)p + sinh(s)v) , falls M =CH™ |,

Il

7 = +1
wobei 7 : N — M die Hopf-Abbildung auf M, p € 7 ig{f(z)];};lmd ve «
der (bis auf die kanonische Isomorphie T,N C Tp,C™ it C )‘honzontale
Lift von z in p ist. In diesem Sinne werden wir in diesem Beweis auch von
horizontalen Liften sprechen.

Mit Beispiel 2 in 4.3 folgt, dal @ eine Immersion ist fiir r wie in Tabelle 5.
Fiir CP*: Seien 2,7 € L'M und p,$,v,7 geméd Vorbemerkung. Ferner
seien v € IN, 5,3 € ] Zv, 3 (v + 1)[ und es gelte v.(s) = 7:(). Dann existiert ein
A € S mit o e
cos(s)pA + sin(s)vA = cos(3)F + sin(3)7 .
Wegen p,5 € §2%1 x {0} C €™ und v,5 € {0} x §2m~k-D+1 C €™ folgt
hieraus . .
cos(s)pA = cos(3)p und sin(s)vA = sin(3)7

und damit )
| cos(s)| = | cos(d)] und |sin(s)| = |sin(3)| .

Mit der Voraussetzung iiber s und 3 folgt hieraus s = 3. S-omit gilt.p)\ =p untfi
v\ = 4. Da v der horizontale Lift von z in p ist, ist ¥A = ¥ der horizontale Lift
von z in pX = §, woraus z = 7 folgt. Wir erhalten somit, daf

T
expl|lU:U - CP™ mit U:i={z€ LM ||z|| € ]Eu,ﬁ(u + 1)}

ein Diffeomorphismus in CP™ ist.

Sei nun r € Ry\JIN. Da L"M eine regulire Hyperfliche von LM ist, ist
N = &(1'M) = exp™(L"M) eine regulire reelle Hyperfliche von CP™ und
®: L'M — CP™ eine injektive Immersion. Durch 7 := £ o € wird dann auf N
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ein globales Einheitsnormalenfeld ¢ definiert. Seien A der Formoperator von N

beziiglich { und v € T3(;)NV,z € L' M. Dann existiert genau ein u € T.(L'M)
mit ®,u = v und es gilt

Av = ‘vv‘f = -‘v‘}.uf = 76,‘7] = (P*Bu .

v ist daher genau dann eine Hauptkriimmungsrichtung von N in ®(z) zur Haupt-
kriimmung p, wenn u ein Eigenvektor von B in z zum Eigenwert p ist. Mit
Korollar 4.4 sowie Lemma 4.2 lassen sich daher leicht die Hauptkriimmungen
von N beziiglich £ und deren Vielfachheiten berechnen. Ist ¥ das M-Jacobifeld
lings 7. mit ¥(0) = r,u und ¥'(0) = Ktu — A,7,u, so gilt nach Theorem 4.1
v = ®,u = Y(r). Aufgrund der speziellen Gestalt der M-Jacobifelder in ep™

folgt schliefilich mit Korollar 4.4 auch die Behauptung iiber die Hauptkriim-
mungsrichtungen.

‘ Fur CH*: Der Beweis verliuft analog zum projektiven Fall. Man verwendet
hier die entsprechende Darstellung der Geodatischen -y, in CH™ und erhilt, dafl
exp : LM — CH™ ein Diffeomorphismus ist.

Fiir RP™: Seien #,7 € 1M und p,5,v,% gemis Vorbemerkung. Es gilt
PP € 5™ C R™ und v,5 € iS™ C iIR™! ¢ €™ sowie <p,iv> =0 =
<p,i0> (weil » bzw. 7 beziiglich = horizontal sind). Ferner seien v € IN,
8,3 € |5v, 5(v 4+ 1)[ und es gelte 72(8) = 9z(5). Dann existiert ein A € §1 mit

cos(s)pA + sin(s)vA = cos(3)p + sin(3)7 .

Seien nun
A=XM+id (A, A €R)
v=ivg , §=1ify (v,5 € S™) ,
a1 := cos(s)A1p — sin(s)davg € R™H |
ay := cos(s)Aap + sin(s) vy € R™T!
Dann gilt

ay +iaz = cos(3)p + ¢sin(3)d, .

Wegen <p, > =0 = <p,vp> folgt hieraus
0= <@y, 09> = A]AQ(COSE(S) = Sin2(.9)) .

Mit der Voraussetzung fiber ¢ erhalten wir somit A € {1,-1,i,~i}. Nehmen wir
A € {i,—i} an, so folgt

| cos(s)| = [sin(3)| und |sin(s)| = | cos(3)| .
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Dies ist aber aufgrund der Voraussetzung iiber s und § nicht méglich. Also gilt
A € {1, -1}, woraus leicht ¢ = 3 und dann auch z = 7 folgt. Somit erhalten wir,
daf

expt|U:U - CP™ mit U :={z€ LM | |z]| € ]%u, g(u+ ne
ein Diffeomorphismus in CP™ isi. Die weitere Argumentation ist analog zum
Fall CP*.

Fir RH™: Auch hier ist der Beweis analog zum projektiven Fall durch-
fiihrbar und man erhélt, daf8 exp! : | M — CH™ ein Diffeomorphismus ist. O

Beispiel 2: Mit Korollar 4.4 lassen sich die Hauptkriimmungen von geoditi-
schen Hypersphiren in lokal-symmetrischen Riumen M mit ihren Vielfachheiten
und Eigenrdumen explizit berechnen, sofern man den Kriimmungstensor von M
kennt. Speziell fiir komplexe Raumformen erhélt man:

Sei M eine geoditische Hypersphire vom Radius r in einer m-dimensio-
nalen komplexen Raumform der holomorphen Schnittkriimmung ¢ # 0. Dann
hat M die beiden verschiedenen konstanten Hauptkriimmungen — cot.(r) und
—cot.y4(r) mit den Vielfachheiten 1 und 2m — 2. Das Vektorbiindel der Fi-
genrdume beziiglich — cot.(r) ist J(LM).

Beweis: Man wende Lemma 4.2 und Korollar 4.4 mit M = {p} an. a

4.5 Parallel- und Fokalabbildungen von Hyperflichen

Seien M eine Hyperfliche einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und ¢
ein globales Einheitsnormalenfeld auf M. Den Formoperator von M beziiglich
¢ bezeichnen wir mit A. In dieser Situation ist es sinnvoll, einige Definitionen
aus Abschnitt 4.1 zu modifizieren:

9p : [0,b[— M bezeichne die maximale Geodatische von 3 mit
75(0) = p und 7,(0) = &, p € M.

Ferner definieren wir fiir festes r € R,

B:= B, :={p € M |7, ist definiert in 7} ,
$:=9,:8— M,p— 7,(r) =expt(ré,) ,
n:=n" sei das Vektorfeld lings & mit n, = 'B’P(r) , PEB.

Analog zu Theorem 4.1 gilt

47




Theorem: Seien M eine Hyperfliche einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M,
peMundv € T,M. Ist Y das M-Jacobifeld lings v, mit Y(0) = v und
Y'(0) = —Av, so gilt fir jedes r € 10,8

Y(r)=%.v und Y'(r)=V,q"

Sei nun r € Ry fest gewdhlt. Analog zu Korollar 4.1 zeigt man, daf 7 im
dortigen Sinne ein “Einheitsnormalenfeld” von & ist,

Wir seizen im folgenden voraus, dafl & eine Submersion auf
eine reguldre Untermannigfaltigkeit N von 3 ist.

(Setzt man allgemeiner voraus, dafl & konstanten Rang hat, so kann man lokal
stets diese Situation herstellen.) Ist dim N < dim M (bzw. dim N = dim M), so
heift N eine Fokalfliche (bzw. Parallelfliche) von M und & die Fokalabbildung
(bzw. Parallelabbildung) von M auf N. In dieser Situation gilt:

Satz: Seien M eine Hyperfliche einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M,
®:B — N Submersion (s.0.), g € N, L := @ '({q}) und p € L. Mit 1L

(bzw. LN) bezeichnen wir das Normalenbindel von L in M (bzw. von N in
M). Dann gilt

(i) n(L) ist offen in L1N.
(i) Fir v € T,M sei Y, jeweils das M-Jacobifeld lings vy, mit Y,(0) = v und
Y)(0) = —Av. Dann gilt
a) LN ={Yy(r) |ve L,L} ,
LN ={Y¥,(r) |veT,L} o Rnp .

b) S5ei 0 #v e L,L. Dann gilt: Y.(r) ist genau dann eine Hauptkrammungs-
richtung von N beziglich Np zur Hauptkrimmung p € R, wenn

(V)T = —u¥(r)

gilt, wobei (Y(r))T der 2u N tangentiale Anteil von Y)(r) ist.

Anmerkung: Sei B der Formoperator von N in ¢. Die Koeffizienten des cha-
rakieristischen Polynoms von B, héngen analytisch von z € LgN ab. (i) im-
pliziert daher, dafl B bereits vollstdndig durch die Werte des Formoperators in
den Richtungen 7,, p € L, beschrieben wird.

Beweis: zu (i): Wir untersuchen das Differential von nlL: L — L,N. Nach
Theorem 4.5 gilt fiir jedes v € T,L

Yo(r)=%.v=0 )
Yy(r) = Von = dy(n|L)(v) .
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Falls dp(n|L)(v) = 0 gilt, folgt daher ¥, = 0 1‘md dafnif. auch v = 0. Somit g.ilt
dp(n|L)(v) = 0 genau dann, wenn v = 0. Die Abbl.ldung n\L : Llﬂ.J.qN ist
also eine Immersion. Wegen (n|L)(L) C L}N und dim L = dim 1} N ist daher
nlL: L — LiN ein lokaler Diffeomorphismus, womit (i) folgt.

u (ii): Wegen ®,v = 0 fiir alle v € T, L gilt mit Theorem 4.5
T,N ={®.v|ve L, L} ={Y,(r) |ve L,L} .

Fiir jedes v € T,L gilt 0 = <V,q,7,> = <dp(n|L)(ju),np>; und da auflerdem
7L : L — L}N ein lokaler Diffeomorphismus ist sowie 7, € L N gilt, folgt

LN =d,(n|L)TpL) & Ry, ={Y)(r) |v € ToL} & Rn,, .
SchlieBlich gilt fiir den Formoperator B von NV in ¢ mit v € 1L
(Yo (r)T = (Von)" = =By, 80 = ~ B, Y (r)

[E]
womit die Behauptung folgt.

Fir p € M sei R, := R(.,£,)§,. Offenbar gilt RP(TPM)' C T,M fiir je-
des p € M. Die der Bedingung (K) in 4.2 etisp‘teche.nde Bedfn.gung ist daher
R,0A, = A,oR,, wobei R, := Rp|T, M. Ist M eine nicht-euklidische komplexe
Raumform, so gilt nach Lemma 4.2 die Bedingung Rpf’Ap = ApoR, genau d‘:nn,
wenn J¢, eine Hauptkriimmungsrichtung von M in p ist. I':u‘r K€ Spec(Rp) zwci
A € Spec(A;) bezeichnen wir mit E, bzw. T» den zugehdrigen Eigenraum un
setzen E,’:‘ i ]

Korollar: Seien M eine Hyperfliche eines lokal-symmetrischen Raumes M und
pe M. Es gelte R, 0 Ay, = A, o R,. Wir definieren:

Q= {(x,2) | 5 € Spec(R,), A € Spec(4,), Ex # {0}},
Q= {(k,A) € Q| cote(r) = A},
Q= {(5,A) € Q| coty(r) £ A}.

(Wie in der Funktionentheorie setzen wir cot.(r) = oo, falls sing(r) = 0 ist.)
Dann gilt in der Situation von Satz 4.5 mit g := ®(p)

A
ni= O B L= © B .
(%, A)ED (%, A)EN
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| !‘M‘

N ist also genau dann eine Fokalfliche (bzw. Parallelfliche) von M, wenn €, #
O (bzw. Q1 = 0) ist. TyN (bzw. L,N) erhilt man durch Parallelverschiebung

von L, L (bzw. T,L & RE,) lings v, von p nach g. Die Hauptkrimmungen von
N bezuglich n, sind

Ksing(r) + Acose(r) .
€08,(r) — Asing(r) mik s dpe B 5

den zugehorigen Eigenraum erhalt man durch Parallelverschiebung von E2 lings
7p von p nach q.

Anmerkung: Es kann vorkommen, dafi verschiedene Elemente aus Q, dieselbe
Hauptkrimmung g von N induzieren. In diesem Fall erhilt man den Eigenraum
von p als direkte Summe der entsprechenden parallel verschobenen Riume E},

Bew‘ei_a: Die Behauptung folgt mit Theorem 4.5 und Satz 4.5 sowie mit der
expliziten Darstellung der “Basis-M-Jacobifelder” lings v, gemif 4.2, o

Beispiel 1: a) Sei M die Rohre vom Radius s € ]0, %[ um C€P* in CP™,
0 S k <m —1. Seien ¢ das globale Einheitsnormalenfeld auf M geméB Beispiel
1 m[éi.li und 7 : §*™+1 — CP™ die Hopf-Abbildung auf CP™. Dann gilt fiir
T E€IRy

$.(M) = {m(cos(r + s)p + sin(r + s)v) |p € S+ x {0} Cc §2m+1
VIE {0} x Sl(m—k—l)-i—l c 52m+1}.

Mit dieser Darstellung von &,(M) kann man bereits die Fokalflichen von M (in
Richtung ¢) erkennen:

({0} x §2m—k=D+1) oo (P—k-1 fiir e xlN + -3
cp* fir renNy—s

Um dieses anschauliche Auffinden der Fokalflichen von M exakt zu begriinden,
wo}len wir unsere bisherigen Resultate an diesem Beispiel “testen”. Nach Bei-
spiel 1in 4.4 hat M die drei konstanten Hauptkriimmungen

A = tan(s) = cot(§ —-3) ,
p = —cot(s) = cot(—s) ,
a = —2cot(2s) = 2cot(2(F —3)) ,

mit den Vielfachheiten

my=2k , my=2(m—k—-1) , ma=1 .
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Mit Korollar 4.3 folgt leicht, daB @, konstanten Rang hat; genauer gilt

2m—k—1) firrealN+ 3 —s
rg . = 2k firreniNg —s
{ 2m—1 sonst .
Man sieht, daB nur fiir 7 € FIN — s Fokalflichen von M existieren. Daher sei im
folgenden 7 € ZIN; — 5. Dann hat man (lokal) eine Fokalabbildung von M auf
eine regulire Untermannigfaltigkeit N von CP™. Wir wollen nun die Geometrie
von N etwas genauer mit dem vorhergehenden Korollar untersuchen. In jedem
Punkt p € M ist J¢, eine Hauptkriimmungsrichtung von M (vgl. Beispiel 1 in
4.4). Somit gilt R, 0 A, = A, o R, fiir jedes p € M. Wir kénnen daher das
Korollar anwenden und erhalten mit den dortigen Bezeichnungen:

Q= {(1?/\)?(1!#))(4)(1)} )
Q, — { {1, 2),(4,0)} firreniN+7T s
YE{,p),(4,0)) firrenNg —s

)
_[{(1,n)} firrerN+Z-s
02_{{(1!§)} fir r € N4 —23 "

Mit dem Korollar kénnen wir nun die Hauptkriimmungen von N berechnen und
erhalten (beachte die Anmerkung zu Satz 4.5), dal NV total-geodtisch in CP™
ist. Weiterhin entsteht T, N (g = ®.(p), p € M) durch Parallelverschiebung des
Eigenraumes

T, firreaN+ 3 -3 ,

T, firrenxiNg —s

lings 7,. Da T und 7}, komplex sind (vgl. Beispiel 1 in 4.4), ist V komplex.
Insgesamt haben wir somit gezeigt, dal IV eine komplexe total-geodatische Un-
termannigfaltigkeit von CP™ der komplexen Dimension

m—k—1 firrexiN+35-3s ,
k firrenlNy —s

ist. Mit der Klassifikation der total-geodatischen Untermannigfaltigkeiten von
CP™ (vgl. 2.4) folgt schlieflich die Behauptung.

Die nachfolgende “Uhr” soll ein wenig zum besseren Verstandnis der Familie der
Réhren um CP* beitragen.
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y(0) = y(m € cp¥

M 3 y(m-s) Y(s) € M

y(n/2) € ep™ k-1

Diese “Uhr” ist folgendermafen zu interpretieren. v ist eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Geoditische von €P™ mit 4(0) € CP*, die orthogonal zu CP*
startet. Zum Zeitpunkt s €]0, 7[ durchstoft y gerade die R6hre M vom Radius s
um CP*. Zur Zeit T wird die Fokalfliche CP™ %=1 erreicht. M wird dann noch
einmal, nimlich zum Zeitpunkt 7 —s, von 7 in einem anderen Punkt durchstoBen.
Schliefilich gelangt man zur Zeit = wieder zum Ausgangspunkt in CP* zuriick.
Da « m-periodisch ist, wiederholt sich dieser ProzeB mit der Periode . Bei einem
Umlauf von v werden alle Rohren um CP* in zwei verschiedenen Punkten und
die beiden Fokalflichen in je einem Punkt orthogonal durchstoBen. Diese “Uhr”
gilt fiir alle Geodétischen von €P™ mit den angegebenen Eigenschaften.

b) Die Rohre vom Radius r € Ry um CH* (0 < k < m —1) in CH™ hat nur
eine Fokalfliche, nimlich CH* selbst (beweist man analog zu a)).

Beispiel 2: a) Seien M die Rohre vom Radius s € ]0, F[ um RP™ in CP™, £ das
globale Einheitsnormalenfeld auf M gema8 Beispiel 1 in 4.4 und =« : §2™+1
CP™ die Hopf-Abbildung auf CP™. Dann gilt fiir r € Ry

&.(M) = {r(cos(r + a)p + isin(r + s)v) | p,v € §™ cR™ c ¢™H,
<p,v>=0}.

Fiir r = § — s erhélt man mit 2.2 (iii) a)
1 , -
(M) = {n(5(p+iv)) [pve S™ CR *,<p,v> =0}
= Q™ ! (komplexe Quadrik in CP™) .
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Insgesamt erhilt man die folgenden Fokalflichen von M (in Richtung £):

Q™! fir ref+FN-s ,
RP™ fir r€ 7Ny — 3

Eine exakte Begriindung hierfiir kann man wie in Beispiel 1 a) herleiten. Auch
hier wollen wir zum besseren Verstindnis eine “Uhr” aufzeichnen, die analog zu
Beispiel 1 zu interpretieren ist.

Y(0) = y(m) € O™

M3 y(r - s) y(s) € M

m-1

Q™' 3 y(3w/a) y(n/4) € g™

M3 y(n/2 + s) y(n/2 - s8) € M

v
Y(n/2) € re™

Jede Rohre um IRP™ wird bei einem Umlauf von 4 in vier verschiedenen Punkten
durchstofien (z.B. M zu den Zeitpunkten s, ¥ — s, T + s und 7 — ), wihrend
die beiden Fokalflichen jeweils in zwei verschiedenen Punkten getroffen werden.

b) Die Rohre vom Radius 7 € Ry um RH™ in CH™ hat nur RH™ selbst als
Fokalfliche (beweist man analog zu a)).

Anmerkung: Cecil hat gezeigt, daB die Menge aller Fokalpunkte von Q™' in
CP™ gleich RP™ ist ([Ce], 5.28).

Beispiel 3: Die komplexe Qua(irik @™~ in CP™ hat beziiglich jeder Einheits-
normalen die beiden Hauptkriimmungen +1 und —1 mit den Vielfachen m — 1;
die entsprechenden Eigenrdume sind total-reell.
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Beweis: Seien s € |0, [, M die Rohre vom Radius s um RP™ in €P™ und ¢
das globale Einheitsnormalenfeld auf M gemd8 Beispiel 1in 4.4, Firr := § —s
ist ® : M — CP™ nach Beispiel 2 eine surjektive Submersion auf Q™. Nun
hat M nach Beispiel 1 in 4.4 die Hauptkriimmungen

A = tan(s) = cot(§+r) (Vielfachheit m —1) ,
p = —cot(s) = cot(¥F+r) (Vielfachheitm—1) ,
a = 2tan(2s) = 2cot(2r) (Vielfachheit 1)

Die Eigenrdume zu A und p sind total-reell und es gilt T, = RJ{. Mit den
Bezeichnungen aus Korollar 4.5 gilt dann

M ={(4,a)} uwnd 2 ={(1,2),(1,n)} .
Es ist
sin(r) + Acos(r)
cos(r) — Asin(r) ~  °’
sin(r) + pcos(r)
cos(r) — psin(r)

Mit Korollar 4.5 sowie der Anmerkung zu Satz 4.5 folgt die Behauptung. a

Anmerkung: Smyth hat gezeigt, daB der Formoperator A von Q™! in CP™
fiir jede Einheitsnormale £ von Q™! die Eigenschaft A2 = id hat ([Sm2], S.646).
Aufgrund der Minimalitit komplexer Untermannigfaltigkeiten ([Lal, S.36) folgt
hieraus ebenfalls die Behauptung iiber die Hauptkriimmungen von Q™.
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§5: Reelle Hyperflichen von komplexen Raumformen

5.1 Allgemeines

_ Selen M eine orientierbare reelle Hyperfliche einer komplexen Raumform
M der holomorphen Schnittkrimmung ¢ und £ ein globales Einheitsnormalenfeld
auf M. Mit 4 bezeichnen wir den Formoperator von M beziiglich ¢; fiir weitere
Bezeichnungen siche 2.1. Wir definieren

Ui=—J¢
und bezeichnen mit D das orthogonale Komplement von IRU in TM. Es gilt

Ue X(M) , |U|=1, PU=0, FU=¢ ,
PID=J|D , PD=D

3

insbesondere ist also D ein komplexes Untervektorbiindel von TM. Weiterhin
gilt fiir X € X(M)

(1) PX=JX -<X,U>¢ , FX =<X,U>¢ ,
(2) P X = -X+<X,U>U .

Die fundamentalen Gleichungen fiir Untermannigfaltigkeiten lauten in dieser
Situation:

a) Gauf-Gleichung:
VxY =VxY 4+ <AX,Y>¢ |

b) Weingarten- Gleichung:
VX‘S =—AX »

c¢) Gauf-Gleichung zweiter Ordnung:

R(X,Y)Z :49(<Y,z>x — <X, Z5Y
+ <PY,Z>PX — <PX,Z>PY —2<PX,Y>PZ)
+ <AY,Z>AX - <AX,Z>AY |

d) Codazzi-Gleichung:
(VxA)Y — (VyA)X = §(<X,U>PY — <Y,U>PX - 2<PX,Y>U) .
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Mit Gaufi- und- Weingarten-Gleichung sowie V.J = 0 folgt

VU 4+ <AX, Ut =VxU = —Vx(J) = —IVxt
=JAX = PAX + FAX .

Tangential- bzw. Normalanteil dieser Gleichung ergeben
(3) PAX =VxU , FAX = <AX,U>¢ .

PA|D ist also der “Formoperator” des Untervektorbiindels D von T M beziiglich
-U.

5.2 Hopf-Hyperflichen

Sei M eine reelle Hyperfliche einer Kihler-Mannigfaltigkeit M. Dann ist
J(LM) ein 1-dimensionales Untervektorbiindel von T'M, das wir das Hopf-
Untervektorbiindel von T M nennen (suggeriert dadurch, dafl fiir §2™~1 in €™ auf
diese Weise gerade das klassische Hopf-Untervektorbiindel von 5™~ resultiert).
Die 1-dimensionale Blitterung von M durch die Integral-Mannigfaltigkeiten von
J(LM) nennen wir die Hopf-Blatterung von M (in M). Wir sagen, M ist eine
Hopf-Hyperfiiche von M genau dann, wenn die Hopf-Blatterung von M total-
geodédtisch ist, d.h. wenn alle Bldtter Bahnen von Geodétischen in M sind. In
diesem Sinne ist §2™ ! eine Hopf-Hyperfliche von €™; ihre Hopf-Blitterung be-
steht gerade aus den Fasern der klassischen Hopf-Abbildung §%™~1 — €P™1.
Ist M eine orientierbare reelle Hyperfliche von M und ¢ ein globales Einheits-
normalenfeld auf M, so nennen wir das Vektorfeld U := —J¢ das Hopf-Feld von
M (beziiglich £). Offenbar ist eine orientierbare reelle Hyperfliche von M genau
dann eine Hopf-Hyperfliche von M, wenn die Integralkurven des Hopf-Feldes U
Geoditische in M sind. Wir wollen in diesem Abschnitt Hopf-Hyperflichen von
komplexen Raumformen studieren. (Da die nachfolgenden Aussagen von lokaler
Natur sind, setzen wir Orientierbarkeit von M voraus.)

Wir setzen im folgenden voraus, dafl M eine zusammenhdngende orien-
tierbare reelle Hyperfldche einer m-dimensionalen komplexen Raumform M der
holomorphen Schnittkriimmung ¢ ist; €, U, A, D etc. seien wie in 5.1. Zunéchst
gilt die folgende Charakterisierung von Hopf-Hyperflichen.

Satz 1: Folgende vier Aussagen sind paarweise aquivalent:
(a) M ist eine Hopf-Hyperfliche von M.
(b) U, ist fir jedes p € M eine Hauptkrimmungsrichtung von M.

(¢) D ist invariant unter der Lie-Ableitung Ly von U, d.h. es gilt LyX =
(U, X] € (D) fir alle X € T(D).

(@) (Im Falle ¢ # 0) Fir jedes p € M gilt R,0 Ay = Ayo Ry, wobei Ry : T,M —
ToM,v — R(v,&)ép (vgl- 4.5).
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Anmerkungen: a) Die Aquivalenz von (a) und (b) ist im wesentlichen von
Y.Maeda bewiesen worden ([Ma], 5.532).

b) Im Falle ¢ = 0 ist einerseits wegen R = 0 die Aussage (d) stets erfiillt;
andererseits ist nicht jede reelle Hyperfliche von €™ eine Hopf-Hyperfliche von
C™. Die Implikation (d) = (a) ist daher im Falle ¢ = 0 im allgemeinen falsch.

c) Jede reelle Hyperfliche M von M, die auf einer Réhre um eine komplexe
Untermannigfaltigkeit von M liegt, ist eine Hopf-Hyperfliche von M (denn nach
Korollar 4.4 ist fiir jeden Punkt p € M der Vektor U, eine Hauptkriimmungs-
richtung von M; man wende nun Satz 1 an).

Beweis: (a) <= (b): Aufgrund von (3) gilt fiir jede Integralkurve  von U
V7 =PAU oy .

Ist M eine Hopf-Hyperfliche von M, so ist jede Integralkurve von U eine
Geodatische in M. Hiermit folgt PAU = 0 und daher mit (2)

0= P2AU = —AU + <AU,U>U ,

d.h. U, ist fiir jedes p € M eine Hauptkriimmungsrichtung von M.

Gilt andererseits (b), also AU = aU mit a := <AU,U>, und ist v eine Inte-
gralkurve von U, so folgt

0=aPUoy=PAU oy =V,7 ,
d.h. 7 ist eine Geodétische von M. Somit ist M eine Hopf-Hyperfliche von M.
(a) <= (c): Mit der Ricci-Identitat sowie (3) folgt fiir X € I'(D)
<LyX,U> =<[U,X],U> = <VuX,U> — <VxU,U> = —<VyU,X> .

AuBerdem gilt <VyU,U> = 0. Daher gilt LD C D genau dann, wenn ViU =
0, d.h. wenn jede Integralkurve von U eine Geoditische von M ist.

(b) <= (d) : siehe 4.5 oder auch Lemma 4.2. a

Lemma: Sind M eine Hopf-Hyperfliche von M und o := <AU,U> die zu U
gehérige Hauptkrimmungsfunktion (vgl. Satz 1), so gilt

(4) 2APA = o AP + PA) + gp ;
(5) grad™a = (Ua)U .
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Beweis: Mit der Codazzi-Gleichung sowie (3) folgt fiir X,Y € X(M)

(6) — §<PX,Y> = <(VxAY — (VyA)X,U>

= <(VxAU,Y>— <(Vy A)U, X >
= (Xa)<U,Y> - (Ya)<U,X> + a<(AP + PA)X,Y> - 2<APAX,Y>.

Mit X = U erhalten wir aus (6)
Ya=Ua)<l,Y> ,

d.h. es gilt (5). Setzen wir diese und die entsprechende Gleichung mit X anstellé
von Y in (6) ein, so erhalten wir (4).

Die Frage nach der Integrabilitit von D ist fiir Hopf-Hyperflichen im Falle
¢ # 0 negativ zu beantworten.

Satz 2: Ist M eine Hopf-Hyperfliche von M und gilt ¢ # 0, so ist D nicht
integrabel.

Anmerkungen: a) Fiir den Fall ¢ = 0 ist Satz 2 nicht ;15]}%13 Sorjst 'bexslginel:—
weise die total-geoditische reelle Hyperfliche M = IR " in C eine O‘Ei
Hyperfliche von €™; das Untervektorbiindel D von TM ist oﬁ'enb]s:r mtegraé e

(die maximalen Integral-Mannigfaltigheiten von D sind holomorph kongruent zu
)

b) Kimura/Maeda haben in CP™ reelle Hyperﬁéc_hen mit integra.blenfl Ucnlt;i_
vektorbiindel T konstruiert: Sei y : R — CP™ eine regulire Kurve in &1.
Fiir jedes ¢ € IR existiert genau eine zu cpm—t 1}olomorph kon‘gn}entet t(;t -
geoditische Untermannigfaltigkeit N; von CP™ mit ~(t) € Ny, die in :;r( ) tan-
gential zu (C ’7(t))J' ist. Die Vereinigung aller— dieser komplexz:ﬁx H-yperﬁachen I:f;
ergibt eine nicht vollstindige reelle Hyperfliche M von P ,nelselsggena?nM
reelle Regel-Hyperfliche von CP™. Das komplexe Unt?rvekt.orbun ed A\rfonN !
ist integrabel; die maximalen Integral—Mannig{a.ihgke-lten s:nd gerade N,. 'a;

Satz 2 kann M keine Hopf-Hyperfliche von €P™ sein. Fiir Einzelheiten siehe

Beweis: Wie man leicht bestitigt, ist

<(AP 4+ PA)X,Y> =0 firalle X,Y € (D)

eine notwendige und hinreichende Integrabilitatsbedingung fir D ([Bel], 5.39).

Nach Satz 1 gilt auBerdem AU = al/ mit a := <AU,U>. Somit gilt
(7) D integrabel < AP + PA=0 .
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Wir filhren den Beweis indirekt und nehmen an, dafl D integrabel ist; also gilt
nach (7) AP + PA = 0. Seien L eine Integral-Mannigfaltigkeit von D, 4 der
Formoperator von L in M und 5 := €|L. L ist eine komplexe Hyperfliche von
M und 7 ist ein Einheitsnormalenfeld auf L (in M). Fiir X € ¥(L) folgt mit
der Weingarten-Gleichung

Vxn=-4AX € X(L) ,

also gilt 4, = A|TL. Mit (4), AP + PA = 0 sowie PATL = -ides (ds.L
komplex) folgt

}Ii :A2|TL= ‘P"AZ\TL:PAPAITL: §P2|TL:‘§idTL .

Da L komplexe Hyperfliche von M ist, folgt mit leichter Rechnung, daB A? in
jedem Punkt von L unabhingig von der Einheitsnormalen ist ([Sm1], S.255).
Also gilt

A? = *EidTL =

Hieraus folgt ¢ < 0. Nach einem Resultat von Smyth ([Sm2], 5.645) muf L
total-geodatisch in M sein, also 4 = 0 und damit auch ¢ = 0; im Widerspruch
zu ¢ < 0. Damit ist Satz 2 bewiesen. a

Anmerkung: Vernon hat in seinem Artikel [Ve] die Frage nach reellen Hy-
perflichen M in CH™ mit der Eigenschaft AP — —PA offengelassen (siehe
[Ve], 5.222). Satz 2 sowie (7) zeigen, daB keine derartige Hyperfliche von CH™
existiert. (Aus der Bedingung AP = —PA folgt leicht mit (3), daBl die Inte-
gralkurven des Hopf-Feldes U/ Geoditische von M sind, d.h. M ist eine Hopf-
Hyperfliche von CH™.)

Theorem 1: Sind M eine Hopf-Hyperfliche von M, ¢ # 0 und o := <AU,U>
die zu U gehdrige Houptkrimmungsfunktion (vgl. Satz 1), so gill:
(i) a ist konstant auf M. ;

(ii) Jede Integralkurve v von U ist eine spharische Kurve in jffﬂii Vs = atoy.

Also ist |a| die geoditische Krimmung von 7 (als Kurve) in M.

(1ii) Sei speziell M entweder CP™(c) oder CH™(c).

(a) Seieny: I — M eine Integralkurve von U, t € I und N die zu CPY(c) baw.
CH(c) holomorph kongruente total-geoddtische Untermannigfaltigheit von
M mit4(t) € N, die in (1) tangential zu (€7(t)) ist. Dann ist y(I) eine
Zusammenhangskomponente von M N N (insbesondere verliuft also v auch
in V).

(b) Seien U vollstindig und v: R — M eine Integralkurve von U. Dann ist v
genau dann geschlossen, wenn a® +¢ > 0 gilt. Ist &® 4+ ¢ > 0, so ezistiert
einr € Ry mit la| = cote(r); die Lange von v ist dann gleich 2| sin (r)].
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Anmerkungen: a) Die Aussage (i) ist fir den Fall ¢ > 0 im wesentlichen
von Y.Maeda bewiesen worden ([Ma), 5.533). Eine Ubertragung von Maedas
Beweis auf den Fall ¢ < 0 ist nicht moglich. Bisher war (i) fiir CH™ nur unter
zusétzlichen Voraussetzungen bekannt (vgl. etwa [Mo2], 5.529, [Ve], 5.218).

b) Jede komplexe Raumform der holomorphen Schnittkriimmung ¢ # 0 ist lokal
holomorph isometrisch zu einem offenen Teil des entsprechenden Standardrau-
mes CP™(c) bzw. CH™(c). Fiir beliebige nicht-euklidische komplexe Raumfor-
men gilt daher eine lokale Version der Aussage (iii) (a).

Beweis: zu (i): Fiir die Hesseform hess® von « folgt mit.(S) und (5)
hess*(X,Y) = (X - (Ua))<U,Y> 4 (Ua)<PAX,Y> .

Aufgrund der Symmetrie von hess* folgt ﬁieraus

(8) (Y- (Ua)<U,X>— (X -(Ua))<U,Y> = (Va)<(AP + PA)X,Y >.

Speziell mit X = U erhalten wir

(9) Y -(Ua)=(U-(Ua))<U,Y> .

Setzen wir (9) und die entsprechende Gleichung mit X anstelle von'Y in (8) ein,
so folgt

0= (Ua)<(AP + PA)X,Y> .

Auf der in M offenen Teilmenge W := {p € M | (AP + PA), # 0} gilt daher
(Ua)|W = 0; aufgrund von (5) ist also a|W lokal konstant. Da die Bedingung
AP + PA = 0 Integrabilitit von D impliziert (vgl. auch Beweis zu Satz 2), ist
wegen Satz 2 die abgeschlossene Hiille von W in M gleich M, woraus mit dem
Zusammenhang von M die Behauptung folgt.

zu (ii): Sei 7 eine Integralkurve von U. v ist eine Geodétische von M. Mit der
Gaufl-Gleichung folgt daher

(10) Vo7 =<A47,7>¢0y=afoy .
Ferner erhalten wir mit der Weingarten-Gleichung

(11) Vo(€oq) = _A7 = —a¥
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Wegen ||U]| = 1 ist y nach der Bogenlinge parametrisiert. Mit (i), (10) und (11)
folgt daher, daB v eine sphirische Kurve in M mit Vg7 = af o ist.

z2u (iii): Seien nun M entweder CP™(c) oder CH™(c). (a) folgt aus dem Satz
in der Anmerkung {iber sphérische Kurven in 2.5. Wir setzen nun voraus. daf
d:lis Hopf-Feld U vollstindig ist. CP(c) ist isometrisch zur 2-dimensior,1alen
RJe.ma.nnschen Sphire 5%(1/+/¢) vom Radius 1/+/¢; CH'(¢) ist isometrisch zum
2-dimensionalen reell hyperbolischen Raum IRH *(c) der konstanten Riemann-
schen Schnittkriimmung ¢. Die Behauptung folgt dann mit (a) und bekannten
Effdtaten iiber sphérische Kurven in Riumen konstanter Kriimmung. Genauer
gilt:

?i.n Kreis vom Radius r in einem Raum konstanter Krimmung  hat die
geoditische Kriimmung cot,(r) (vgl. Beispiel 2 in 4.4), wobei r € ]0,7/(2v/k)[
‘(.'e > 0) bzw. r € Ry (k < 0). Bekanntlich ist jede geschlossene sphirische Kurve
in einem Raum konstanter Kriimmung ein Kreis von einem festen Radius r € Ry
um einen Punkt. 7 ist daher genau dann geschlossen, wenn die geodétische
K‘rumnmung |e| von  von der Gestalt cot.(r) ist, d.h. wenn a®+c¢ > 0 gilt. Fir
die Lange (Umfang) von Kreisen in S2(1/+/c) bzw. IRH?(c) siehe [KI], §.199. O

_ Ist M eine Hopf-Hyperfliche von M, so gilt wegen Satz 1 offenbar AD C D.
Fir Jed-en Punk? P € M ist daher g, := Spec(A|D,) wohldefiniert. Ist A € Ty,
so bezeichnen wir mit T C D, den zugehdrigen Eigenraum von A[D,.

’l‘lheorem 2: :S'ifzd M eine Hopf-Hyperfliche von M, peM und a := <AU,, U,>
die zu U, gehorige Hauptkrimmung von M in p (vgl. Satz 1), so gilt:

(i) G’il't alte= 0, s0 ist /2 € o} und far alle X € 0, mit A # /2 gilt JTy C
Tas2; inshesondere ist also o/2 eine mindestens (m —1)-fache Hauptkrimmung
von M in p.

(ii)'GiIt'az-{-c # 0 und ist A € o, s0 existiert genau ein \* € oy mit JTy = T..
A* ist eindeutig charakierisiert durch die Gleichung

(12) @A -2 —a)=al+c .

T; ist also total-reell oder komplex. Weiterhin ist T\ genau dann komplez, wenn
A —aX— £ =0, dh. wenn o’ +c>0 und

(13) re {cmc/.(r), ~§ a0}
wobei r € R mit o = cot,(r).

Beweis: Seien A € o, und v € T Mit (4) folgt

(14) (22— a)APv = (aX + %)Pv ;
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Es gilt 2\ — a = 0 = a) + § genau dann, wenn 2\ —a=0=a"+c.
zu (i): Gelte o + ¢ = 0. Ist A # /2, so gilt nach (14)

al+ 3

ARy = 2\ —«

o
P’U:EP?J i

also ist @/2 € ¢, und es gilt JT\ = PTx C Tyya-
zu (ii): Gelte o® + ¢ # 0 und sei A € o,. Mit (14) folgt 2X — & # 0 und
JTy C T, wobei A* € o, definiert ist durch

i o
i 22—a '

offenbar ist A* durch die Gleichung (12) eindeutig cha.rakterisie;c‘. A:i:ghm(r?s)
triegriinden gilt dann auch JT5» C T und damit JT) = T;:I. ]; 15e i
genau dann komplex (d.h. A = A*), wenn A2 —ad—c/4 = 0 gilt. 1.e? S
besitzt nur reelle Losungen fiir a® 4 ¢ > 0 (beachte a® + ¢ # 0); im

i i 6 . Ist nun @® +¢ > 0, so
Gsbarkeit sind 1(a + +v/a? + ¢) die beiden Lésungen :
Efiss?ie:;tezin; € l%{(mit a = cot.(r). Durch einfache Rechnung erhalten wir

(3o varra = {steutr) - unontn} i

Wir untersuchen nun die Parallel- bzw. Fokalabbildungen von M.

- v i d.
Theorem 3: Seien M eine Hopf-Hyperfiiche von M und o ; <}4§J;I;fé>0 :z
zum Hopf-Feld U gehérige Hauptkrﬁmmungsfunktwrf (ngl.-Sa'tz 2 k.s g nt,m‘f
ist a nach Theorem 1 konstant; ist c = 0, so setzen wir mi?t?;h ‘a ;ng aersmn

: : — M, p— exp r€,) eine Subm
M7 voraus. Seienr € Ry und &, : B, - M, > (s ; o
auf eine Untermannigfaltigkeit N von M (v‘gl. {.5). Gilt a = cot(r) .(?:1;& k:;
cote(r)), so ist N eine kompleze (bzw. anti-holomorphe) Untermannigfaltig
c ?

von M. |
Seien p € B, ¢ := ®(p) und x := ¢/4. Man erhalt TyN durch Parallelverschie-
e (2] Ty , falls a = cote(r)
A€o,
A #£ cote(r
7 ] ) TnoRU, , falls a# cote(r)
AE oy
A # cot,(r)
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lings der Geoddtischen Yo : [0,7] = M,t — expt(t,) von M. Die Hauptkrim-
mungen von N in q beziglich der Normalen ‘).’p(r) von N sind

K5ine(r) + Acos,(r) ;
cosu(r) = Asing(r) wobei A € oy, A £ cot,(r)
sowie - ")
csing(r) + o cos,(r
{ .
cosc(r) — asin.(r) * Jolls o # cote(r)
Die entsprechenden Eigenrdume erhdlt man durch Paralielverschiebung von T
(im oberen Fall) bzw. RU, (im unteren Foll) lings y,. (Man beachte, daff hierbei

Hauptkrimmungen von N mehrfach vorkommen kénnen; wvgl. Anmerkung zu
Korollar 4.5.)

Anmerkung: Die erste Aussage iiber NV in Theorem 3 ist fiir CP™ von Ce-
cil/Ryan ([CR], 5.489) und fir CH™ von Montiel ([Mo2], S.521) bewiesen wor-
den; Montiel mufite dabei zusitzlich die Konstanz von o voraussetzen. Unser
Beweis hier unterscheidet sich von den Beweisen von Cecil/Ryan und Montiel
dadurch, daf} er insgesamt “rein intrinsisch” ist, d.h. ohne Zuhilfenahme der
entsprechenden Hopf-Abbildungen durchgefiihrt wird.

Beweis: Nach Satz 1 erfiillt p die Kommutativitétsbedingung in Korollar 4.5
(fiir ¢ = 0 ist diese Bedingung trivialerweise erfiillt). Die Behauptung {iber TN

By und im Falle ¢ # 0 gilt E, = RU,, vgl. Lemma 4.2). Sei nun ) := cot,(r).
Nach Korollar 4.5 erhilt man L¢V durch Parallelverschiebung von

e, |, fals o= cote(r) und A€o,
C¢, y falls o =cot,(r) und A o,
Ré&eTy , falls o #cote(r) und Aeg,
R¢, » falls « #cot.(r) und A € op

lings 7,. Ist A ¢ o, so ist LoV daher komplex (bzw. total-reell), falls o =
cote(r) (bzw. a # cot.(r)). Sei nun ) e 7p- Gilt @® + ¢ =0, so ist a £ cot(r)
und wegen A? + k> 0 gilt ) # a/2; aufgrund von Theorem 2 (i) ist daher T
und damit auch 1,V total-reell. Gilt o2 + ¢ # 0, s0 ist nach Theorem 2 (i) Ty
genau dann komplex, wenn A2 —aA—¢/4=0,dh. wenn a = cot.(r). Insgesamt
erhalten wir somit: Gilt o = cote(r), soist L N und damit auch T, N komplex;
und gilt & 5 cot.(r), so ist LN total-reell, d.h. T, ist anti-holomorph. Damit
ist die Behauptung bewiesen. O

Abschliefiend stellen wir noch eine Reihe von iquivalenten Aussagen zu-
sammen.
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Theorem 4: Sei ¢ # 0. Folgende Aussagen sind paarweise dquivalent:

(a) M ist eine Hopf-Hyperfliche von M und die Hopf-Blitterung von M ist
eine Riemannsche Blatterung von M.

(b) U ist ein Killingfeld auf M.
(¢) Jede Geoditische von M hat konstante geodatische Krummung in M.
(d) Es gilt AP = PA.

(e) Die zweite Fundamentalform von M ist zyklisch-parallel, d.h. fir alle X,Y,
Z e X(M) gilt

- (Vxh)(Y,2) + (Vyh)(Z,X) + (Vzh)(k,m =0 -

(f) Es gilt [VA|? = Le(m —1).

(9) Die kanonische fast-kontakt metrische Struktur auf M ist normal (siche 5.4
und [Bl], §.48).

Ist speziell M entweder CP™ oder CH™ und w die Hopf-Abbildung auf CP™
bzw. CH™, so sind die folgenden Aussagen jeweils dquivalent zu (a)-(g):

(k) Die zweite Fundamentalform von =~ (M) in §2m+L by, H2MHL ist paral-
lel.

(i) M ist holomorph kongruent zu einem offenen Teil :
(fiir CP™:) einer Réhre vom Radius v € 10,3 um CP* in CP™ fir ein
ke{0,..,m~-1};
(fir CH™:) einer Réhre vom Radius r € IRy um CH* in CH™ fir ein
ke {0,...,m— 1} oder einer Horosphdre in CH™,

Anmerkung: (Riemannsche Blitterungen) Seien L eine Blitterung einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M und = : M — M/L die kanonische Projektion
von M auf die Menge M /L der Blatter von L. Dann ist L genau dann eine Rie-
mannsche Blitterung von M, wenn 7 lokal (beziiglich M) zu einer Riemannschen
Submersion gemacht werden kann ([Re6], 5.155 £.). Wir werden mehrmals die
folgende Charakterisierung Riemannscher Blitterungen verwenden ([To], 5.56):
L ist genau dann eine Riemannsche Blitterung von M, wenn

(15) <VyX,Z> 4+ <Y,VzX>=0

gilt fir alle X € X(L) und Y,Z € T(LL) (hierbei ist V die Levi-Civita-
Ableitung von M). Zur Theorie {iber Riemannsche Blétterungen siehe [Mo1],
[Re6] und [To].
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few;ji} zu (a) <= (d): Nach (15) induziert das Hopf-Untervektorbiindel IRU

o ’ ; i

T genau dann eine Riemannsche Blétterung von M, wenn fiir alle X,Y ¢
0=<VxUY>+ <X, VyU>

gilt. Mit (3) erhalten wir, daB diese Bedingung iquivalent ist zu
0=<(PA-AP)X,Y>
fir alle X,Y € I'(D). Ferner gilt fiir X € X(M)
<(PA-AP)X,U> = <(PA— AP)U,X> = <VyU,X> .

Insgesamt folgt nun leicht die Behauptung.

zu (c) <= (e): Durch Polarisierung erhalten wir, daf (e) dquivalent ist zu
(th){X,X) =0 firalle X € X(M) .

Dies §i1't offenbar genau dann, wenn h(’%,')'f) parallel ist beziiglich D fiir jede
Geoda.txfiche 7 von M. Da in dieser Situation jlh(’},’)")if bis auf eine reelle Kon-
stante die geodatische Kriimmung von « in 37 ist, folgt die Behauptung.

zu (d) <= (h): [Ok3], S.363 bzw. [MR], S.252.

zu (d) <= (i): [0k3], 5.363 bzw. [MR], S.260.

2u () <= (f): [CLM], S5.184.

zu (b) <= (g): [Ok1], 5.274.

zu (d) <> (g): [YK4], S.275.

zu (d) < (e): [Kil], 5.265. Diese Aqui ingi
(e): | 5.265. quivalenz wurde unabhingig von Ki auch
vom Autor in seiner Diplomarbeit bewiesen (siehe [Be2], S.58).g s a“CD

5.3 Klassifikation der Hopf-H w .
yperflach t &
mungen en mit konstanten Hauptkriim-

Da.s‘Klassiﬁka.tionsprobIem der Hyperflichen mit konstanten Hauptkriim
mungen ist in Réumen konstanter Kriimmung iquivalent zum Klassiﬁkations:
prob}em d-er isoparametrischen Hyperflichen ([Cal, S.178). Eine Hyperfliche
M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit 3 heifit isoparametrisch, wenn M Ni
veauhyperfliche einer isoparametrischen Funktion f:M >R ist;, hierbei heiBi-;

[fvéig%arametrism, wenn Af und ||grad f||* Funktionen von f sind (siehe auch
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Isoparametrische Hyperflichen sind im euklidischen Raum E™ von Levi-
Civita ([Le], m = 3) und Segre ([Se], m > 3) sowie im reell hyperbolischen Raum
von E.Cartan [Ca] vollstindig klassifiziert worden. In der Sphére dagegen steht
eine vollstindige Klassifikation noch aus (fiir wesentliche Resultate siehe [No,
[OT], [FKM], [Mii] und [DN] sowie die dort angegebene Literatur).

Wang hat ein Beispiel fiir eine isoparametrische Hyperfliche in CP™ ange-
geben, die keine konstanten Hauptkriimmungen hat ([Wal], 5.1522). In CP™
sind die beiden Klassifikationsprobleme (s.0.) also nicht identisch. Wir befas-
sen uns im folgenden mit der Frage nach reellen Hyperflichen mit konstanten
Hauptkrimmungen in CP™ und CH™.

Kimura hat reelle Hyperflichen M mit konstanten Hauptkrimmungen in
CP™ untersucht unter der zusétzlichen Voraussetzung: Fiir jeden Einheitsnor-
malenvektor £ von M ist J¢ eine Hauptkriimmungsrichtung von M. Durch
diese Bedingung werden genau die Hopf-Hyperflichen von CP™ charakterisiert
(vgl. Satz 1 in 5.2). Kimura hat gezeigt, dal eine Hopf-Hyperfliche M von
CP™ genau dann konstante Hauptkriimmungen hat, wenn M offener Teil einer
homogenen reellen Hyperfliche von CP™ ist ([Ki2], S.147). Zusammen mit der
Klassifikation von Takagi [Tal] der homogenen reellen Hyperflichen von CP™
erhélt man:

Theorem 1: Sei M eine zusammenhdngende Hopf-Hyperfliche von CP™ (m >
2) mit konstanten Hauptkrimmungen. Dann ist M orientierbar und holomorph
kongruent zu einem offenen Teil einer der folgenden reellen Hyperflichen von
cp™:

Py i: einer Rohre vom Radius r € 10, 5[ um CP* in CP™ fir ein
ke{0,..,m—1};

Py: einer Rohre vom Radius r € |0, %[ um die kompleze Quadrik Q™! in CP™;

Py: einer Réhre vom Radius v € ]0, 2| um die Segre-Einbettung von CP* x CP™
in CP™, m=2n+1;

Py: einer Rohre vom Radius v € ]0, 2] um die Plicker-Einbettung der komplezen
Grassmann-Mannigfaltigkeit €G3 3 in CP?;

Ps: einer Réhre vom Radius v € ]0, ¥ um die kanonische Einbettung des Her-
mitesch symmetrischen Raumes SO(10)/U(5) in TP5.

Anmerkungen: a) Fiir die Hauptkrimmungen der Modellrdume in Theorem
1 sowie deren Vielfachheiten gilt die folgende Tabelle ([Ta2], 5.47):

2cot(2r) cot(r) cot(r+ §) cot(r+Z) cot(r + ix)
b B TR o SRR ey S

P 1 2Am—k-1) - 2% N
= ! - m—1 - m—1
A o g - \
Py 1 5 4 " 4
P 1 8 6 8 6

Tabelle 6: Hauptkriimmun

gen der Modellré P,
Vielfachheiten 1e Stk Fuy B Pu By und deren

Hlerb‘ei is.t 2cot(2r) die Hauptkrimmung zur Hauptkriimmungsrichtun JE
wobfn 3 ein geeign_etes globales Einheitsnormalenfeld auf dem Modellrauxi ist’
Dariiber hinaus kénnen wir mit Theorem 2 in 5.2 folgern: die Eigenrdume ’
cot(r) und cot(r + 3) = —tan(r) sind komplex; die Eigenrdume zu cot(r + ;l)l
und cot(r + 27) sind total-reell., '

;J) Fﬁ; di‘tletAnza.th ig:r vefrschiedenen Hauptkriimmungen gilt stets g € {2,3,5}
= < gllt nur bei Py, firk =0und k = m — 1: = 3 gilt bei . fir
k € {1,...,m = 2} und bei PQ/(M’I-W( ’C—Lc‘ !Os /A:-fr— 1»:1.?'1 e = Pl‘k {ur

;) SEikA{ eine reelle Hyperfliche von CP™ mit g verschiedenen konstanten
aupt rummungen. Ist g € {2,3}, 50 ist M eine Hopi-Hyperfliche (fiir g = 2:
[Ta2]; fiir g = 3: [Ta3), falls m 2 3, bzw. [Wa2], falls m = 2). .

d) Jeder der Modellriume besitzi eine weitere Fokalfliche (fir P, s bzw. P,

siche auch Beispiel 1 bzw. 2 in 4.5). Mit Theorem 3 in 5.2 sowie Satz 4.5

kénnen wir fqlgern, daB jede dieser Fokalflichen beziiglich jeder Einheitsno:

m-alel.l die gleichen Hauptkriimmungen hat. In der folgenden Tabelle steller-
wir die Fokalflichen der Modellriume mit ihren Hauptkrimmungen sowie d -
Vielfachheiten susammen (wende Theorem 3 in 5.2 sowie a) an). it

67




Vielfachheiten der

Fokalflichen Hauptkriimmungen Typ der Fokalfliche
isometrisch zu -1 0 +1
CP* — 2k - komplex
Sk — komplex
Epmhel - 2(m—k—1) p
Qm? m—1 - m—1 \ komplex
f — i-holomorph
RP™ - m l anti-holomorp
CP' x CP™ W 2 2n —2 2 komplex
A ‘ M 2n —2 3 2n —2 anti-holomorph
l S—
CGy s 4 4 4 komplex
- M: 4 5 4 anti-holomorph
2
| oo
1 l
| so(10)/U(s) | 6 8 6 komplex
= M. 8 7 8 anti-heolomorph
3 |

Tabelle 7: Fokalflichen der Modellriume Py g, Po, P3, Py, Ps5

i i Fokalflichen bzw. zu —1 und +1
den Hauptkriimmungen 0 bei komplt:.xen_ a k.
gzi ai?i-holoilorphen Fokalflichen sind die Eigenrdume komplex; in den anderen
Fillen sind die Eigenriume total-reell.

ie Fo! flichen lwllju?) 3 In et man €Xp. zit berechnet in 1
4 ” * ) g B g
5 21! Juz 5.2 1! 143 S 30 Kimura ibt f01 Ende Darstellun {U.l' ‘!41 llnd 112

an ([Ki2], S.148):
My = «(U(n+1)/U(n 1)) ,
M, = =(U(5)/5p(2) x U(1)) ,

wobei 7 die Hopf-Abbildung auf CP™ ist.

e) Ausfithrliche Darstellungen der Einbettungen im Theorem 1 findet man in
[BFS].

Wir wollen nun das entsprechende Resultat zu Theorem 1 fiir CH™ formu-
lieren und beweisen.
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Theorem 2: Sei M eine zusammenhdngende Hopf-Hyperfliche von CH™ (m >
2) mit konstanten Hauptkrimmungen. Dann ist M orientierbar und holomorph

kongruent zu einem offenen Teil einer der folgenden reellen Hyperflichen von
CH®:

Hy: einer Réhre vom Radius r € Ry um CH* in CH™ fir ein k € {0,..,m—1};
Hy: einer Rohre vom Radius € Ry um RH™ in TH™:
Hg: einer Horosphire in CH™.

Anmerkungen: a) Fiir die Hauptkriimmungen der Modellriume in Theorem
2 sowie deren Vielfachheiten gilt die folgende Tabelle:

Hauptkriimmungen Vielfachheiten
a A m Mg ma my

Hi | 2coth(2r) tanh(r) coth(r) | 1 2k 2(m—-k-1)

Hy | 2tanh(2r) tanh(r) coth(r)| 1 m—1 m—1

Hy 2 1 o 1 2m-—2

Tabelle 8: Hauptkrimmungen der Modellriume Hj x,H,, Hy und deren Viel-
fachheiten

Hierbei ist « die Hauptkriimmung zur Hauptkriitmmungsrichtung J¢, wobei ¢
ein geeignetes globales Einheitsnormalenfeld auf dem Modellraum ist. Die Ei.
genrdume von A und g sind total-reell fiir H, und komplex sonst.

b) Fiir die Anzahl g der verschiedenen Hauptkriimmungen gilt stets g € {2, 3}.
g = 2 gilt fiir die folgenden Modellrdume: H; , fir k = 0 und k = m — 1; H, AT
fiir v = In(2+4+/3); H;. =

¢) Ist M eine reelle Hyperfliche von CH™ (m > 3) mit zwei verschieden kon-
stanten Hauptkriimmungen, so ist M eine Hopf-Hyperfliche ([Mo2], S.528).

Fiir diese Situation hat Montiel auch eine vollstindige Klassifikation angege-
ben ([Mo2], S5.529).

d) Auer CH* fir Hy x und RH™ fiir H, existieren keine weiteren Fokalflichen
(siehe auch Beispiel 1 bzw. 2 in 4.5).

e) Die Modellrdume Hyx, Hy und H, siﬁd homogene reelle Hyperflichen von
CH™ (vgl. 6.2). Andererseits hat jede homogene reelle Hyperfliche von CH™
offenbar konstante Hauptkriimmungen. Es stellt sich also die Frage: “Ist jede
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homogene reelle Hyperfliche von CH™ eine Hopf-Hyperfliche von CH™?” Bei
einer positiven Antwort wiirde man mit Theorem 2 eine (bisher nicht bekannte)
vollstindige Klassifikation der homogenen reellen Hyperflichen von CH™ er-
halten. Die entsprechende Frage fir CP™ ist von Takagi positiv beantwortet
worden ([Ta2], 5.48).

f) Nach Beispiel 2 in 4.5 kann man jede Rohre um die komplexe Quadrik auch als
Réhre um IRP™ betrachten. Man hat somit eine kanonische Analogie zwischen
den Modellrdumen P, und Hs.

Kimuras Beweis fiir Theorem 1 1ifit sich nicht auf die entsprechende Situa-
tion in CH™ iibertragen. Wir geben hierfiir zwei wesentliche Griinde an. Er-
stens ist keine vollstindige Klassifikation der homogenen reellen Hyperflichen
von CH™ bekannt; und zweitens berechnet Kimura die mégliche Anzahl der ver-
schiedenen Hauptkriimmungen unter Verwendung des Theorems von Miinzner
[Mi] iiber die Anzahl der verschiedenen Hauptkriimmungen isoparametrischer
Hyperflichen in der Sphire. Entsprechende Aussagen im anti-de Sitter Raum
sind nicht bekannt.

Unsere Beweisidee fiir Theorem 2 ist folgendermaflen. Zuné&chst (Teil I)
leiten wir eine Gleichung (siehe Theorem 3) in komplexen Raumformen her,
die E. Cartans “Fundamentalformel” in reellen Raumformen entspricht ([Ca],
5.180). Mit Hilfe dieser “Fundamentalformel” kénnen wir die mdgliche An-
zahl der verschiedenen Hauptkriimmungen von M sowie die mdglichen Werte
der Hauptkriimmungen berechnen. Die Behauptung folgern wir dann aus Un-
tersuchungen iiber die Geometrie der Fokal- bzw. Parallelflichen von M (Teil
11).

I. Cartans Fundamentalformel in komplexen Raumformen

Seien M eine zusammenhingende orientierbare Hopf-Hyperfliche einer
komplexen Raumform M der holomorphen Schnittkriimmung ¢ # 0 und ¢
ein globales Einheitsnormalenfeld auf M. Wir setzen voraus, dall M kon-
stante Hauptkrimmungen hat. Weiterhin sei a = <AU,U> die zum Hopf-
Feld U := —J¢ gehorige Hauptk:ummung (vgl. Satz 1in 5.2), also a € R und
AU = aU. Mit o(D) bezeichnen wir das Spektrum von A|D. Die Definition von
(D) ist unabhingig vom Punkt; ferner ist & € ¢(D) moglich. Ist A € ¢(D), so
bezeichnen wir mit T das Untervektorbiindel von D, das durch die Eigenrdume
von A|D beziiglich A definiert ist.

Die folgende Tatsache wird haufiger ausgenutzt werden: Fir alle A,p €
(D), X € X(M),Y € I'(T)) und Z € I'(T,) gilt

<(VxA)Y,Z>=(A—pu)<VxY,Z> .

70

Lemma 1: Fir alle A\, p € o(D) gilt

(16) VxY + A<PX,Y>U € I(T3) , falls X,Y €T(T3) ,
(17) VxY LTy , falls X € T(Th),Y € (T.),A £ o .

Anmerkung: Bekanntlich sind in reellen Raumformen die Eigenbiindel von
Hyperflichen mit konstanten Hauptkriimmungen stets integrabel ([No], S.198).
Aussage (16) zeigt, daB dies in nicht-euklidischen komplexen Raumformen nicht
gilt: T ist genau dann integrabel, wenn T’ total-reell oder A = 0 ist; in beiden
Fillen ist die induzierte Blitterung von M total-geoditisch (siehe auch 6.3).

Beweis: zu (16): Seien X,Y € I'(T)), Z € T'(T,) und A # p. Dann folgt mit der
Codazzi-Gleichung

A—p ' A

1
= A——_—H<(VZA}X,Y> =0

1 1
(18) <VxY,Z> = —<(VxA)Y,Z> = ?<(VXA)Z,Y>

sowie mit der Ricci-Identitdt und (3)
(19) <VxY,U> =—<VxU,Y> = —<PAX,Y> = -A<PX,Y >,

Aus (18) und (19) erhalten wir (16). ‘
zu (17): Seien X,Z € I(Ta), ¥ € I(T,) und A # p. Wiederum mit der
Codazzi-Gleichung folgt

1 1
<V Y,Z = — = —_— =
xY,Z> “_A<{VXA)Y,Z> 'M_/\<{VyA)X,Z> 0. ml

Lemma 2: Sei Ei,...,FE2,_2 cin lokales orthonormales Basisfeld von T mit
AE; = \E;. Dann gilt fir jedes i € {1,...,2m — 2}

2m—2 c

+ A
(20) Z 4{\ 7}\1 (14 2<PE;,E;>%) =0 .

A,;é.\

1




Beweis: Sei im folgenden A; # A;. Mit der Codazzi-Gleichung, der Ricci-
Identitit und (3) erhalten wir

(21) <(Vig; g A)Ei, B>
= <(Vg,A)[E:, E;), Ej> + §<|E,-,Ej],v><PE,~,E,->
= <(VigA)E;, [Ei, Ej]> — 45(,\1- +A;)<PE;, E;>?
= <(Vg,A)E:, Vi, Es> + %A.-<PE,-,E,->2
= & Vigd)Ey, Vs Binr f—L(A,- + A;)<PE;, E;>?
= (N = \)(<V5.E;, Vi, Bi> + <PE:, E;>?)
Mit (3), (17), der Codazzi-Gleichung und der Ricci-Identitat gilt

(22) <VE‘.EJ;,VEJ.E,'>
2m—2
= Y. <VgE;Ex><VgE;, B>+ <VgE;,U><Vg,E;,U>

.\,‘;f,-l,.\__-
i A)E;, B;>?
= <(Ve, A)E;, E;>
k=1

TN T M\ M<PELE;>Y .
(A5 = XA = M) ’ T

ApENA

Weiterhin folgt mit der Gaufl-Gleichung zweiter Ordnung, (16), (17), (21) sowie
der Ricci-Identitéat

3 -
(23) (E + X)) + $¢<PE, E;>* = <R(E;, E;)E;, Ei>
= <VE,E;, Vg, Ei> — <V|g, 5, Ej, Ei>

=<Vg E;, Vg, E>+ <(Vig, 5 4)E:, E;>

1
N— A
= 2<V5,E;, Vi, B>+ §<PE,»,EJ->2 .

Durch Kombination von (22) und (23) erhalten wir

2m—2 2
<(VE A)E,',Ej)
b =2y = SN e SRR
(24)  (3+AA)(1+2<PE,E;>?) =2 ; (X = Ae)(A5 — k)
Ap#EAiA
Aus (24) folgt mit der Codazzi-Gleichung
2m=2 ¢ Im2 ey ,
3+ A . it A : .
3 %ﬁ(l+2<PE,-,E,->’) ==Y S, (L +2<PE, B
i=1 * J Ai:k‘
Aj#EN L g
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Damit ist Lemma 2 bewiesen. O

Lemma 3: Ist o> + ¢ = 0, 30 gilt (D) = {§}; insbesondere hat M in diesem
Fall genau zwei verschiedene Hauptkrammungen.

Beweis: Nach Satz 5.2 (i) ist § € (D). Mit Ey,..., Ey,,_y wie in Lemma 2 gilt
dann mit (20)

2m—2 c EA‘

0=} igi_ZTj’(l +2<PE;, E;>?)
i=1 2 J
r#g
P 2m—2
=y > (1+2<PE;, E;>?) |

i=1
g

woraus (D) = {§} folgt. m|
Anmerkung: Fiir Lemma 3 ist die Voraussetzung ¢ # 0 wesentlich. Die Be-
hauptung ist im Falle ¢ = 0 nicht immer richtig; z.B. gilt fiir die Réhre vom
Radius r € Ry um R™ in €™ stets o = 0 (also a® + ¢ = 0), aber o(D) = {0,
(dies weist man leicht mit Korollar 4.4 nach).

Theorem 3: Zu jedem A € o(D) ezistiert genau ein \* € (D), so daff JT =
The und

£+A,LL .
E m.u4A_ +Q(A):0 5
kEa(D) #
BEL

wobei my, die Vielfachheit des Bigenwertes w beziglich A|D und

, falls A= )*

‘ 0
Q) = {2 A s e

A=2x !

1st.
Beweis: Die Behauptung folgt aus Theorem 2 in 5.2, Lemma 2 und Lemma 3.0

Korollar: Ist ¢ < 0, so gilt #0(D) € {1,2} und im Fall o(D) = {A,pu},
A # o, gilt §+Ar = 0. Insbesondere hat also M héchstens drei verschie-
dene Hauptkrimmungen, falls ¢ < 0.
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Beweis: Sei #a(D) > 1. Dann kdnnen wir ein A € o(D) wihlen, wobei wir
ohne Einschrinkung A > 0 annehmen diirfen, so daf zwischen A und — 5 keine
weiteren Elemente aus (D) liegen. Dann gilt fiir jedes p € (D) mit p # A

c
it
A—p —

Die Behauptung folgt dann mit Theorem 3. a

II. Beweis von Theorem 2

Die folgenden Uberlegungen gelten zunichst nur lokal. Aufgrund des Ko-
rollars gilt #o(D) € {1,2} und A =1 falls ¢(D) = {A\, u}, A # p. Mit Lemma
3 und Theorem 2 (ii) in 5.2 ergeben sich dann (bis auf Vorzeichen) die folgenden
Maglichkeiten fiir die Hauptkrimmungen von M:

(a) A= tanh(r) , p= coth(r) , & =2 coth(2r),

JI\=Tx, JT, =T, , k:=dimg T € {0,...,m -1},
(b) A= tanh(r) , p= coth(r) , o =2 tanh(2r) , JTh =T, ,
(e) A=l a2,

Hierbei ist r € IR beliebig wihlbar. Beachte, dafl in (a) fiir £ = 0 und k& =
m — 1 nur zwei verschiedene Hauptkrimmungen vorkommen. In allen Féllen
gilt a # 0, woraus leicht die Existenz eines globalen Einheitsnormalenfeldes auf
M folgt. Aufgrund der Orientierbarkeit von CH™ ist daher M orientierbar.

Fall (a): Mit Theorem 3 in 5.2 folgt, daB M lokal auf einer Réhre vom Ra-
dius # um eine k-dimensionale komplexe total-geodatische Untermannigfaltig-
keit von CH™ liegt. Mit Standardargumenten (M zusammenhingend, Starrheit
total-geodétischer Untermannigfaltigkeiten, komplexe freie Beweglichkeit in
CH™) sieht man leicht ein, dafi M holomorph kongruent zu einem offenen Teil
der Rohre vom Radius # um CH* ist. '

Fall (b): Mit Theorem 3 in 5.2 folgt, da M lokal auf einer R6hre vom Ra-
dius 7 um eine m-dimensionale anti-holomorphe total-geodétische Unterman-
nigfaltigkeit von CH™ liegt. Wiederum mit Standardargumenten folgt, dafi M
holomorph kongruent zu einem offenen Teil der Réhre vom Radius r um RH™
ist.

Fall (c): Wir wihlen auf M ein globales Einheitsnormalenfeld { derart, daf
M positive Hauptkriimmungen hat. Fiir p € M bezeichne v, : R — CH™ die

Geodatische von CH™ mit 7,(0) = p und 7,(0) = &; fir v € T, M sei B, das
parallele Vektorfeld lings v, mit B,(0) = v. Seien nun r € R, beliebig und

®: M — CH™,pr—s expl(rfp) = 75(r)

T4

die 'ljara.llelabl?il.dung von M in Richtung ¢ vom Abstand ». Mit Theorem 4.5
sowie der ex;?hzmen Darstellung der M-Jacobifelder in CH™ (vgl. 4.2, die Be-
dingung (K) ist nach Satz 1 in 5.2 erfiillt) folgt ; .

s {e‘;'Bv(r) , fir ve Do,
e ¥ B,(r) , fir veRU

Daher gilt ||| < e~"|[v|| fiir alle v € TM. Ist B:[0,1] — M eine Kurve, so

kénnen wir die Linge L(® ©f) von &0 durch L(® o ¥
. . - S "L A
Folglich gilt fiir beliebige p,q € M P T et .

(25) d(1(r),74(r)) < e"d(p, q)
und daher
(26) ' E(?:'fp(")) ST= d—(% Yp(r)) — E(‘I}'Yq("'))

< d(1p(r),7(r)) < e7"d(p, q) .

Fir p € M bezeichne F, die Busemann-Funktion v it
z ) on CH™ beziiglich )
2.2 (v)). Dann gilt nach (26) fiir beliebige p,q € M glich 7, (vgl

(27) Fg)<o0 .

Eeien P,¢ € M. Nach (25) sind v, und 7q asymptotisch. Daher existiert ein
€ R mit F, — F, = b (vgl. Anmerkung e) zu 2.2 (v)). Wegen

Fo(q) = Fp(q) — Fy(q) = b= Fy(p) — Fy(p) = —Fy(p)
folgt mit (27)

(28) F(q)=0 .

Fiir p € M gilt daher nach (28) M ¢ F-1({0}), d.h. M i il ei
R » ({0}), d.h. ist offener Teil emeé

Del: Vollstindigkeit halber geben wir auch die Klassifikation der Hopf-
Hyperflichen von €™ mit konstanten Hauptkrimmungen an.

Theorem 4: Sei M eine zusammenhingende Hopf-Hyperfliche von €™ (m > 2)
m.ti kom_tanten. Houptkrimmungen. Dann ist M orientierbar und offener_TeiI
einer _Rohre um eine kompleze oder anti-holomorphe total-geoditische Unter-
mannigfaltigkeit von €™, d.h. genauer: M ist holomorph kongruent zu einem
offenen Teil einer der folgenden reellen Hyperflichen von C™:

By x: einer Réhre vom Radius r € Ry um C* in ¢™ fiir ein k € {0,...,m — 1};

Esk: einer Rokre vom Radius r € R RE+m™ L kg ir ei
: + um R ~C" xR in €™
ke {0,...,m—1}. o
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Beweis: Aufgrund der Klassifikation der isoparametrischen Hyperflichen im eu-
klidischen Raum von Segre [Se] muf M auf einer Rohre um eine total-geodétische
Untermannigfaltigkeit N von €™ liegen. N ist nach Theorem 3 in 5.2 komplex
oder anti-holomorph. Andererseits ist jede Rohre um eine komplexe oder anti-
holomorphe total-geodétische Untermannigfaltigkeit von €™ eine Hopf-Hyper-
fliche von €™ mit konstanten Hauptkriimmungen (man wende Korollar 4.4 und
Satz 1 in 5.2 an). Mit der wohlbekannten Klassifikation der total-geoditischen
Untermannigfaltigkeiten von €™ folgt schliefllich die Behauptung. m]

5.4 Reelle Hyperflichen mit Sasaki-Struktur

In diesem Abschnitt klassifizieren wir die orientierbaren reellen Hyperfld-
chen von CP™ bzw. CH™, deren kanonische fast-kontakt metrische Struktur
homothetisch zu einer Sasaki-Struktur ist. Dazu fassen wir zunichst die wich-
tigsten Begriffe zusammen.

Sei N eine (2n + 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (n € N4). Eine fast-
kontakt metrische Struktur (¢,€,n,g) auf N besteht aus einem (1,1)-Tensorfeld
¢, einem Vektorfeld £, einer 1-Form 7 und einer Riemannschen Metrik g auf N
mit den Eigenschaften

né)=1,
sz =-X +7](X)€ 3
g(pX,9Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

fiir alle X, Y € X(N). Gilt zusétzlich fir alle X,Y € ¥(N)
(29) (Vxe)Y = g(X,Y)§ —n(¥)X

wobei V die Levi-Civita-Ableitung von N beziiglich g ist, so heiit N eine
Sasaki-Mannigfaltigkeit mit der Sasaki-Struktur (¢,€,m,9). Die Riemannsche
Schnittkriimmung von IV bezliglich eines 2-dimensionalen g-invarianten Unter-
vektorraums ¢ von T, N (p € N) heifit die p-Schnittkrimmung von N beziiglich
o. Eine zusammenhidngende Sasaki-Mannigfaltigkeit mit konstanter ¢-Schnitt-
krimmung heifit Sasaki-Raumform. Die Standardmodelle fiir Sasaki-Raumfor-
men der o-Schnittkriimmung ¢ € R sind $2"*1(¢ > —3), R**"!(¢ = —3) und
CH™ x R(c < —3) ([Tad4]). Eine fast-kontakt metrische Struktur (p,£,7,g) auf
N heifit homothetisch zu einer Sasaki-Struktur, wenn ein A € IR, existiert, so
daB (¢, 1¢,Mn, A?g) eine Sasaki-Struktur auf N ist.

Anmerkung: Die hier angefithrte Definition einer Sasaki-Mannigfaltigkeit ist
dquivalent zu der in der Literatur iiblichen Definition ([Bl], $.73). Grundla-
gen liber Sasaki-Mannigfaltigkeiten und Sasaki-Raumformen findet man in [Bl],
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Chapter IV-V. Die Bedeutung von Sasaki-Strukturen fiir Mannigfaltigkeiten un-
gerader Dimension entspricht etwa der Bedeutung von Kahler-Strukturen fiir
Mannigfaltigkeiten gerader Dimension. Fiir Zusammenhinge zwischen Sasaki-
Strukturen und Kéahler-Strukturen siche beispielsweise [Re5].

Ist M eine orientierbare reelle Hyperfliche einer komplexen Raumform M,
so ist (P, U, < ,U>, <,>) eine fast-kontakt metrische Struktur auf M ([Tas]);
hierbei ist <,> die induzierte Metrik auf M. Wir nennen diese Struktur die
kanonische fast-kontakt metrische Struktur auf M.

Theorem: Sei M eine zusammenhdngende orientierbare reelle Hyperfliche von
CP™ bzw. CH™(m > 2). Die kanonische fast-kontakt metrische Struktur auf
M st genau dann homothetisch zu einer Sasaki-Struktur auf M, wenn M holo-
morph kongruent ist zu einem offenen Teil

a) fir CP™: einer geoddtischen Hypersphire vom Radius r € 10, 5[ in CP™.

b) fir CH™: einer geoditischen Hypersphire vom Radius v € Ry in CH™; oder

einer Réhre vom Radius r € Ry um CH™ ! in CH™; oder einer Horosphire in
CH™.

Anmerkungen: a) Die in diesem Theorem angefiihrien Modellriume Py,
H, 4, Hym_1,Hs sind sogar homothetisch zu Sasaki-Raumformen. Genauer gilt:
Wiihlt man A wie in folgender Tabelle, so ist (M, A? <, >) eine Sasaki-Raumform
der p-Schnittkriimmung ¢ = 1 4 4¢/A2, wobei ¢ = +1 im projektiven Fall bzw.
¢ = —1 im hyperbolischen Fall ist.

M A c

P, cot(r) | 1+ 4tan®(r)
. Hip | coth(r) | 1 —4 tanh®(r)
Him—1 | tanh(r) | 1 —4 coth®(r)

Hy 1 -3

Tabelle 9: Sasaki-Strukturen der Modellriume Py o, Hy oy Hyym1, Hs

b) Geoditische Hypersphiren vom Radius % in CP™ bzw. Horosphéren in CH™
(oder offene Teile davon) sind also die einzigen zusammenhéngenden orientier-
baren reellen Hyperflichen von €P™ bzw. CH™, deren kanonische fast-kontakt
metrische Struktur eine Sasaki-Struktur ist.
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Beweis: Sei A € iR+, so dafl (P, $U, A< ,U>,\?<,>) eine Sasaki-Struktur auf
M ist. Nach (29) gilt fiir alle X,Y € X(M)

(30) (VxP)Y = M<X,Y>U - <Y, U>X) .
Mit X =Y = U erhalten wir aus (30) mit (2), (3)
(31) 0= (VyP)U = —PVyl = —P?AU = AU —oU ,

wobei a := <AU,U> nach Theorem 1 in 5.2 konstant ist. Wegen (31) ist M
eine Hopf-Hyperfliche von CP™ bzw. CH™ (vgl. Satz 1 in 5.2). Aus (30) und
(31) folgt dann analog mit X e (D) und ¥ =U

—AX = (VxP)U = —PVxU = -P?AX = AX .

M ist also eine Hopf-Hyperfliche von €P™ bzw. CH™ mit hochstens zwei
verschiedenen konstanten Hauptkriimmungen. Mit den Klassifikationen in 5.3
sowie den entsprechenden Anmerkungen iiber die Hauptkriimmungen folgt die
Behauptung.

Die Werte der -Schnittkrimmungen in Anmerkung a) berechnet man
leicht mit der GauB-Gleichung zweiter Ordnung (beachte hierbei die homothe-
tische Anderung der Metrik). o

5.5 Kontakt-Hyperflichen

Seien M eine orientierbare reelle Hyperfliche einer m-dimensionalen kom-
plexen Raumform M der holomorphen Schnittkriimmung ¢ und (P,U,7,<,>)
die kanonische fast-kontakt metrische Struktur auf M (vgl. 5.4). Gilt
nA(dn)™* #£ 0, so heifit M eine Kontaki-Hyperfliche von M. Okumura hat in
[Ok2] gezeigt, daf eine Kontakt-Hyperfliche M von M konstante Hauptkriim-
mungen hat (und zwar héchstens drei verschiedene), wobei das Hopf-Feld U in
jedem Punkt eine Hauptkriimmungsrichtung von M ist (M ist also nach Satz
1 in 5.2 eine Hopf-Hyperfliche von M), sowie die Bedingung AP + PA = 2pP
mit einer reellen Zahl p # 0 erfiillt. Mit Theorem 1 und Theorem 2 in 5.3
sowie den entsprechenden Anmerkungen iiber die Hauptkriimmungen folgt mit
elementarer Rechnung;:

Theorem: Sei M eine zusammenhingende Kontakt-Hyperfliche von TP™
bzw. CH™ (m > 2). Dann ist M holomorph kongruent zu einem offenen Teil
a) fir CP™: einer geoditischen Hypersphire vom Radius r € )0, %[ in CP™;
oder einer Réhre vom Radius r € 10, 2 um die kompleze Quadrik Q™" in CP™.
b) fir CH™: einer geoddtischen Hypersphdre vom Radius r € Ry in CH™;
oder einer Réhre vom Radius r € Ry um CH™ ! in CH™;

oder einer Réhre vom Radius r € Ry um RH™ in CH™;
oder einer Horosphare in CH™.
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SA;gf;kEnged{u a)}i{on (fir €P™; [Ko], 5.348) und Vernon (fir CH™; [Ve],
A ‘maben dieses Resultat unter den zusitzlichen Vi “
stindig” und “m > 3” bewiesen. =R S ¢

b) Jede zu einer Sasaki-Mannigfaltigkeit homoth

: aki- etische Mannigfaltigkeit ist eine
;(imtakt-Manmgfaltlgkelt. Daher 1afit sich Theorem 5.4 auch aus '%‘heorem 5.5
olgern. :

Wir wollen aber bemerken, daf der hier angefii i
ol ek : ngefiihrte Beweis von Theorem

¢) Zur Theorie iiber Kontakt-Mannigfaltigkeiten siehe [BI].
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§6: Zur Geometrie der Hopf-Hyperflichen von ¢pP™ und
CH™ mit konstanten Hauptkriimmungen

In diesem Paragraphen untersuchen wir die Geometrie der Modellraume
Pl’k,Pg,, Ps,Pg,P5 (Vgl. Theorem 1 in 53) sowie H]lk,Hz,Ha (Vg]. Theorem 2
in 5.3). Mit M bezeichnen wir eine der beiden komplexen Raumformen CP™
bzw. CH™, und M sei einer der oben genannten Modellriume. Mit Ausnahme
der Horosphire Hs handelt es sich dabei um Rohren. Fiir alles folgende gelte

r := Radius der Réhre M(# H3), also

rel0, 3| fir M=P, ,
relo,Z[ fir M=P,—P5 ,
re Ry fir M :Hl,k,Hz .

& := Vorzeichen der Schnittkriimmung von M.

Im projektiven Fall kann man M als Rohre um zwei verschiedene Fokalflichen
auffassen. Wir bleiben im folgenden aber stets bei der Festlegung aus Theorem
1in 5.3. ¢ sei das globale Einheitsnormalenfeld auf M, so dafl die Hauptkrim-
mungen von M denen in Tabelle 6 bzw. Tabelle 8 in 5.3 entsprechen. Ferner sei
e die Hauptkriimmung von M zum Hopf-Feld U := —J¢. Firpe M bezeichnen
wir mit 4, : R — M die Geoditische von M mit 7,(0) = p und 7,(0) = &-
Ferner definieren wir o(D) := Spec(4|D) und bezeichnen fir A € (D) mit
Ty C D das zugehdrige Vektorbiindel der Eigenrdume von A[D beziiglich A.

6.1 Die Integralkurven des Hopf-Feldes U

Satz: (i) Die Integralkurven von U sind Geoddtische in M und spharische Kur-
ven in M; in den Raumen Py, Py — Ps sowie Hyy sind sie geschlossen. Fiur
die geoddtische Krammung in M und die Linge der Integralkurven von U gilt:

M geoddtische Kriimmung Lange
Py 2| cot(2r)|  sin(2r)
Py — Ps 2 cot(2r) « sin(2r)
Hyk 2 coth(2r) m sinh(2r)
H, 2 tanh(2r) -
H; 2 -
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(i.i) Seien 3 R — l\Jl eine Integralkurve von U und p := v(0). Weiterhin sei B
die zu CP! bzw. CH! holomorph kongruente total-geoddtische Untermannigfal-

tigkeit von CP™ bzw. CH™ mit p € B und T,B = €~ i
| i =C7(0)=4q¢,. D
v in dem 1-dimensionalen Durchschnitt von il und B(. ; e LT Sl

Beweis: Man wende Theorem 1 in 5.2 an.

Anmerkung: Die Réhren vom Radius T um C€P*, k € {0,...,m — 1}, in CP™

sind die einzigen der Modellriume, bei denen di al
TR : e Integralkurve
Geodaitische im umgebenden Raum, gind. gralkurven von U sogar

Wir wollen die Aussage (i) etwas genauer beschreiben.

g) Ijm pr(;jelktiven Fall ist B isometrisch zur 2-dimensionalen Riemannschen
phire $?(3) vom Radius } (vgl. 1.10). Mit Hilfe der “Uhren” gemiB 4.5

(fiir Py, Py und Ps sind die “Uhren” vom gleich ie fii 8
e gleichen Typ wie fiir P,) erhélt man

1. Der Fall M = P,

B = 52(1/2)

A\

YR) =MNB

B n cp* = {n}

B n ce™* 1 o (g}

Der Durchschnitt von M und B ist in diesem Fall so i
! gar gleich (IR); der Durch-
schnitt von B und der Fokalfliche CP* (bzw. der zug CP"’"{("‘)I holiori;i)icllalh

k t i i
vgﬁggg{(ﬁ;fn Fokalfliche von M) ist gerade der Nordpol N (bzw. der Siidpol 5)

81




2. Der Fall M € {Pz,...,P_r,}:

B &~ $2(1/2)

Der Durchschnitt von M und B besteht aus zwei gleich groBen “Breitenkreisen”.
Der Aquator von B ist der Durchschnitt von B und der anti-holomorphen Fo-
kalfliche M, von M (dieser Durchschnitt 148t sich somit durch eine Geoditische
von M, parametrisieren). Schliefllich besteht der Durchschnitt von B und der
komplexen Fokalfliche Mj von M genau aus dem Nord- und dem Siidpol. (Zu
den Fokalflichen von M vgl. Anmerkung d) zu Theorem 1 in 5.3.)

b) Im hyperbolischen Fall ist B isometrisch zum 2-dimensionalen reell hyperboli-
schen Raum IRH2(—4) der konstanten Schnittkriimmung —4. Zur anschaulichen
Beschreibung der Situation verwenden wir das Poincaré-Modell fiir RH?(—4).

1. Der Fall M = Hy j:

B =~ RHZ (-4)
Yy(R) =B NM
(o} = B n cu®

Der Durcl{schnitt von B und der Fokalfliche CH* ist ein Punkt O € B; der
Durchschnitt von M und B ist ein Abstandskreis um O und daher gleich 7(R).

2. Der Fall M = H,:

Der Durchschnitt von B und der Fokalfliche IRH™ 148t sich durch eine Geodi-

tische a von RH™ parametrisieren. B N M besteht d i
. ann aus d -
lelkurven zu @ vom Abstand r in B. RS Sl e

3. Der Fall M = H,:

Der Durchschnitt von M und B ist ein Horokreis in B und daher gleich y(IR).
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6.2 Homogenitit

Satz: Jeder der Modellrdume M ist eine homogene reelle Hyperﬁ_tiche. von M,
d.h. es existiert eine Untergruppe G der Iaometriengruppe. von M, die M in-
variant laft und transitiv auf M operiert. Somit “ist” M ein homogener Raum
G/H. Insbesondere ist M vollstindig.

Anmerkung: Fir Hy ; baw. H, gilt:

G B i
: (/4 0
B | AeU(1),B e U(k),
Hia | SWALK) xU(m—k) | S 4 e i hd)
0 c
H, S0(1,m) {(igfz g) | A € SO(m — 1)}

Eine entsprechende Darstellung von H; mit Untergruppen von SU(1,m) ist dem
Autor nicht bekannt, Fiir P; x, P, — Ps siehe [Tal].

i i i i M= Hl k auf
: zu Hy,: Seien & : M — CH* die Fokalabbildung von x
nglim; :ue 1\1/.;’: po := ®(p) und go := ®(g). Aufgrund der komplex:cn freien
Bewégli,chkeit in CH™ (vgl. 1.13) existiert eine holomorphe Isometrie f von
CH™ mit

(a) flp) = ,
() f Ty CH* = T, CH*
© £ 7p(r) = 2(r) -

ir k& reiben durch ein Element aus G = S(U(1,k) x U(m — k)_).
I‘})V;rii‘;zigfﬁeﬁ En):tsac:lljgeodzitis';he Untermannigfaltigkeit:n wiede: in tota.lkgeodz.-
tische Untermannigfaltigkeiten fiberfiihren, folgt f(CH )'= CH aus (a) unc:: (H 2
und damit auch f(M) = M (da M Ré&hre von einem gewissen Radius r u_m e
ist). Aufgrund von (c) gilt auerdem f oy, = 7, und d.al':mt auch f(gf) = a
P,q € M beliebig gewihlt waren, operiert}lso Gﬂtr:a.nsmv auf M. Eine leichte
Rechnung zeigt, dafl die Isotropiegruppe H von G in

p = [cosh(r),0,...,0, sinh(r),0,...,0) € M ,
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wobei sinh(r) an der (k + 2)-ten Stelle steht, der Darstellung in der Anmerkung
entspricht.

zu Hy: Der Beweis verlduft analog. Wir betrachten hier die Fokalabbildung
¢ von M := H, auf RH™. Die Bedingung (b) ersetzen wir durch fiTRH™ =
Ty RH™. Wegen f,J = Jf, kinnen wir f tatsiichlich so wihlen, daf neben (a)
und (b) auch (c) gilt. f wird beschrieben durch ein Element aus G = SO(1,m).
Die Isotropiegruppe Hvon Gin

p = [cosh(r),1 sinh(r),0,...,0] € M
entspricht der Darstellung in der Anmerkung.

zu Hy: Seien M = H;, p,g € M und F, bzw. F, die Busemann-Funktion
von M beziiglich v, bzw. y,. Mit Anmerkung e) in 2.2 (v) folgt F, = F,. Sei
nun f eine holomorphe Isometrie von CH™ mit f(p) = qund f.¢, = ¢,- Dann
gilt f o, =1, und fiir jeden Punkt Po € M erhalten wir

Ey(£(p0)) = Fy(f (o)) = Jim (@f(p0), (1)) 1)
= JHm (d(f(po), £ 01p(8)) 1) = lim (d(po, 15(t)) — £) = Fy(p0) ,

d.h. es gilt auch f(p)) € M. Somit haben wir f(M) C M gezeigt. Mit
einer analogen Uberlegung folgert man F7Y M) € M und damit inggesamt

f(M)=M.Dap,ge M beliebig gewihlt waren, folgt hiermit die Homogenitat
von M.

zu Py 3, P, — P5: siehe [Tal]. o

6.3 Integrabilitit der Eigenbiindel

Satz: Sei A € o(D). Dann ist T), (bzw. Ty © RUY genau dann integrabel, wenn

T total-reell (bzw. komplez) ist. (Beachte, daff T, stets entweder komplez oder
total-reell ist, vgl. 5.3.)

Im Falle der Integrabilitat sind die Integral- Mannigfaltigkeiten total-geodd-
tisch in M.

Ist T total-reell, so ist jede Integral- Mannigfaltigheit L von Ty eine sphari-
sche Untermannigfaltigkeit von M; das Normalenfeld der mittleren Krimmung
von L in M ist ME|L (siehe Klassifikation in 2.5)

Ist T komplez, so ist jede Integral- Mannigfaltigheit L von Ty @ RU eine
reelle Hyperfliche in einer total-geodatischen komplezen Untermannigfaltigkeit
von M; und zwar hat L zwei konstante Hauptkrimmungen, nimlich o und A,
wobei a eine einfache Hauptkrimmung von L zur Hauptkrimmungsrichtung U|L
ist (siehe Klassifikationen in 2.4 und 5.9).
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Beweis: Zunichst bemerken wir, daB im Fall #a(D) = 1 die Behauptung trivial
ist (vgl. auch Satz 2 in 5.2). Wir setzen daher im folgenden. #a(D) = 22v(?ra;s?;
Sei A € o(D). Nach den Anmerkungen zu Theorem 1 sowie Theore;{n 1FnT)
ist T, komplex oder total-reell. Seien im folgenden A # p € (D), X € T(T»
und Z € [(T,). Dann gilt nach (3) in 5.1

Mit der Codazzi-Gleichung sowie (1) folgt

1

=— AX,Z
(2) <VuX,Z>= Aﬁ”‘({VU )X, 2>

2 ﬁ(quA}U, Z> +e<PX,Z>)

= M<PX’Z> .

A
Mit (1) und (2) erhalten wir
X —al—c¢

(3) <[X,U],Z>=-—AT#——<PX,Z> :
Weiterhin gilt nach Lemma 1 in 5.3
(4) VxY + A<PX,Y>U e T(Th)

fiir alle X,Y € T(T).

Ist T integrabel, so gilt nach (4)
0=<[X,Y],U>=-2\<PX,Y>

fiir alle X,Y € I'(T)). Wegen X # 0 ist T daher total-reell.
Ist T, © IRU integrabel, so gilt nach (3)

(5) N—ar—e=0

oder

(6) <PX,Z>=0 firalle X € [(Th), Z € T(Tu)p # A -
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Nach Theorem 2 in 5.2 gilt (5) genau dann, wenn T komplex ist. Offenbar
gilt (6) ebenfalls genau dann, wenn T komplex ist. Fiir die Integrabilitit von
T, © IRU ist daher notwendig, dafl T, komplex ist.

Sei nun T total-reell. Nach (4) gilt dann V¥ € I(T) fiir alle X,Y €
T'(Ty), d.h. T ist integrabel und die induzierte Blatterung von M ist total-
geodatisch. Seien L eine Integral-Mannigfaltigkeit von T und V die Levi-Civita-
Ableitung von L. Mit der Gau8-CGleichung folgt dann fiir alle X, Y € X(L)

VxY = VxY + A<X,Y>{|L = VxY + A<X,Y>¢|L

H

d.h. L ist sphirisch in M und X|L ist das Normalenfeld der mittleren Kriim-
mung von L in M.

Sei nun T} komplex. Nach (1), (2) und (4) ist dann T5 @ RU autoparallel,
also integrabel, und die induzierte Blatterung von M total-geodatisch. Sei L eine
Integral-Mannigfaltigeit von T & RU. Mit (1), (2), der GauB-Gleichung sowie
der Weingarten-Gleichung folgt, dall E := (Th @ CU)|L ein komplexer paralleler
Constraint fiir L in T'M ist, d.h. fiir alle p € L gilt T,L C E, und fiir alle X ¢
X(L)und Z € T(E) gilt VxZ € T(E). Ist p € L und B die zusammenhéngende
komplexe total-geoditische vollstindige Untermannigfaltigkeit von M mit p € B
und T, B = E, (zur Existenz von B siehe Theorem 2.4), so gilt daher L C B

(vel. [Re3], 5.97). Mit der Weingarten-Gleichung folgt dann leicht der Rest der
Behauptung. a

Anmerkung: Man kann die maximalen Integral-Mannigfaltigkeiten von T4
bzw. T & IRU folgendermafen konstruieren:

a) (Integral-Mannigfaltigkeiten als Fasern einer Fokalabbildung)

Im projektiven Fall 148t sich jede maximale Integral-Mannigfaltigkeit als Fa-
ser einer Fokalabbildung von M auf cine geeignete Fokalfliiche realisieren: Sei
A € o(D), also A = cot(s) fiirein s € {r,r+§,r+3,7+ 25} (vgl. Tabelle 6 in 5.3).
Dann ist @, : M — N, p > ~,(s) = expL(sé,) eine Fokalabbildung von M auf
eine Fokalfliche N von M. Es gilt T\ = Kern &,, (bzw. T\ ® RU = Kern 2,,)
genau dann, wenn s € {r + I,7 + 2%} (bzw. s € {r,r + Z}) ist, d.h. wenn
Ty total-reell (bzw. komplex) ist; N ist eine anti-holomorphe (bzw. komplexe)
Fokalfliche von M (man beachte Theorem 3 in 5.2 sowie die Anmerkungen zu
Theorem 1 in 5.3). Im hyperbolischen Fall 1i8t sich eine analoge Konstruk-
tion nur fir die Hauptkrimmungen der Form A = coth(r) durchfiihren; zu den

Hauptkriimmungen der Form X = tanh(r) existiert keine geeignete Fokalfliche
in CH™.
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b) (Integral-Mannigfaltigkeiten als Durchschnitte von M mit total-geodétischen
Untermannigfaltigkeiten von M)

| ‘-: Seien A € ¢(D), p € M und

i n:=dimg Tn , falls Ty total-reell
il ni=dimg Ty , falls Ty komplex .
\\

(it Ferner sei B die zu

RP™1 byw. RE™! | falls Ty total-reell
| CP™+! bzw. CH™HY |, falls Ty komplex

\ holomorph kongruente total-geoditische Untermannigfaltigkeit von CP™ bzw.
CH™ mit p € B und

” T,B = Tx(p) ®RE, , falls T total-reell
| T.B = Ty(p) ® €6, , falls T komplex .
:‘\

ist di imale Integral-Mannigfaltigkeit
Ist T total-reell (bzw. komplex), so ist die maxim
l‘ vs:)n ;‘,\ (bzw. T;(e) IRU) durch den Punkt p die Zusa.mmenhangskompfmente
| von M N B, die p enthilt. (Zum Beweis: Der total-reelle Fall folgt mit d;m
| I vorhergehenden Satz und Theorem 2.5; der komplexe'F.a.H wurde am Ein;'le :;s
j i *  Beweises zum vorhergehenden Satz untersucht.) Explizit erhalten wir folgende
| -
| vollstindige Ubersicht:

:| Die maximale Integral-Mannigfaltigkeit von Tx durch p ist holomorph kongruent
|
zu

— einer geoditischen Hypersphire vom Radius § +rin RP™L,
‘ falls A = cot(r + ), M = CP™; . s
— einer geoditischen Hyp_ersphiire vom Radius § —r in RP™™,
| ' falls A = cot(r + %), M = CP™; . . .
i 1l — einer geoditischen Hypersphire vom Radius r in RE™",
| falls \ = coth(r), M = CH™, M = H,; 1
— einer Parallelfliche zu IRH™ vom Abstand r in RE™*1,
falls A = tanh(r), M=CH™, M = Hy;
die maximale Integral-Mannigfaltigkeit von Th @ RU durch p ist holomorph
kongruent zu ‘ - bl
I — einer geoditischen Hypersphére vom Radius r in CP™,
I falls X = cot(r), M = CP™; RN
| | — einer geoditischen Hypersphire vom Radius § —r in CP™™7,

‘ falls A = cot(r + ¥), M = CP™; .
1 2 : &
— einer geoditischen Hypersphire vom Radius r in CH™*,

falls A = coth(r), M = CH™, M = Hy;

— einer R6hre vom Radius r um CH™ in CH™,
falls A = tanh(r), M = CH™, M = Hi.
(Der Fall A =1, M = Hj ist uninteressant.)
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Korollar: Sei ® die Fokalabbildung von M auf eine Fokalfliche N von M (siehe
Anmerkung d) zu Theorem 1 bzw. Theorem 2 in 5.3). Dann gilt

(i) Kern &, = T oder Kern &, = T\&IRU fir ein geeignetes \ € a(D); und zwar
tritt der erste bzw. zweite Fall genau dann ein, wenn N anti-holomorph bzw.
komplez ist. ® ist eine Submersion mit total-geoditischen Fasern. Ist N komplex
(bzw. anti-holomorph), so ist jede Faser von ® (als Untermannigfaltigkeit von
M) holomorph kongruent zu einer geoditischen Hypersphare in einer zusam-

menhdngenden vollstindigen komplezen (bzw. total-reellen) total-geoddtischen
Untermannigfaltigkeit von M.

(i) @ ist ein C*°-Spharenbindel iber N.

Beweis: zu (i): Die Behau

ptung folgt aus dem vorhergehenden Satz und der
Anmerkung a).

zu (ii): Jede solche geodatische Hypersphare gemi8 (i) ist diffeomorph zu einer

Sphire. Die Behauptung folgt dann mit einem Resultat von Ehresmann ([Eh],
S.31). m|

6.4 Diffeomorphie- bzw. Isometrietypen

Satz: (i) Hy ist diffeomorph zu R2* x §2(m—k—1)+1_
(i) Hy ist diffeomorph zu R™ x §m=1,

(1ii) Hy ist eine einfach zusammenhingende vollstindige Sasaki-Raumform der

@-Schnittkrimmung —3 und daher (als .S'G.;aki-MannigfaItigkeit) isometrisch zu
R*™~ mit der Sasaki-Struktur (¢,6:7m,9), wobei

i=1

m—1
1
n:= 3 (dz - ; yidﬂfi)

a
f=2o

M st
1
173 (’7 ®n+ ) (dni ® da +dye®dy,:)) ,

—p:=VI¢ (V9 = Levi- Civita- Ableitung von (IRz"‘_l,g))

und (:cl,yl,...,a:m_l,ym_l,z) die kanonischen Koordinatenfunktionen von
R*™=1 sind.
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Pq'ﬁ fa . h,",’ ik Bonse Kendr SA - zﬂw{& -%‘-l‘ e £F fl?( JRioren §.8) o d -y
.QAM‘—\« ,f/rw{’f(amvcul‘/‘# M~\ LV"""*! ey %W- Dh}“’* f"\'( TM»—V\ L] 5 Ay
Lﬂt} ‘fj ‘h(M -'bvv‘-'-wnau“!v" =

Anmerkungen: a) Die Fundamentalgruppe von Hl,m_.x (m mZ 2) uqd{Hﬁ
(m = 2) ist isomorph zu Z; alle anderen Modellriume in CH™ sind einfac
zusammenhingend.

b) Die Diffeomorphietypen der Modellrdume in ¢rP™ sinq dem Autor bis 2aa,:;t‘f_ ?'me
Ausnahme nicht bekannt; P o (oder auch Py ;m—1) ist diffeomorph zu S 5

s k
Beweis: zu (i): Sei ® : Hyj — CH* die Fokalabbildung von H”:'h. auf CHE.
Nach Korollar 6.3 ist ® ein C°°-Sphérenbiindel iiber CH k. Da CH d.lffeomor?h
zu R** ist (vgl. 1.11), ist CH* kontrahierbar und somit tn?-m.l, dh. @ 1:-;t
kongruent zu einem Produktbiindel iiber CH* ([St], 8.53). Hieraus folgt die
Behauptung.

zu (ii): Die Behauptung beweist man mit einer zu (i) analogen Argumentation,
indem man die Fokalabbildung & von H, auf RH™ untersucht.

zu (iii): Hs ist eine einfach zusammenhﬁngend'e (vg_l. 2.2 (v)) vollstla.ndlie (V]*)g'le.
6.2) Sasaki-Raumform der konstanten p-Schnittkrimmung -3 (vgl. 5504) “b;r
Behauptung folgt aus dem Kongruenztheorem yon 1Ta'nm) ([Tad], S.504) i :
Sasaki-Raumformen. Zur Sasaki-Struktur auf IR siehe [BI], S. 29/99.

8.5 Uber einige Quotientenrdume M/RU

Satz: (i) Sei M einer der Modellraume Pl_,k,Hll;,,Hg; k § {0,...,m—1£{ Da};:
ist die Hopf-Blatterung L von M eine Rze.zmannsche Blitterung von d. e
Menge M /L aller Blatter von L kann mit einer I?olomarp_hen Stru@tur_ un em;l
Hermiteschen Metrik versehen werden, so daff d:.e kana_m.sche Projektion von
auf die Hermilesche Mannigfaltigheit M/L zu einer Riemannschen Submersion
wird.

it i i i a P; P, —1 Hl[l,Hl,m—hHS- Dann
ii) Sei speziell M einer der Modellraume Py g, Py m—1, 111,
:(st)M/L holomorph isometrisch zu einem Standardraum konstanter holomorpher
Schnittkrimmung c:

M M/L c

Py CP™(c) | 4/sin’(r)

Pimoy | €P™(c) | 4/ cos?(r)

Hyp | €P™Y(c) | 4/sinh*(r)

i

Hypmo1 | CH™Y(c) | —4/cosh?(r)

¥

Hs Cm—l 0
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Anmerkungen: a) Fiir die Riume Py, Py ym—1 bzw. Hy ;-1 entspricht die
kanonische Projektion gerade der Fokalabbildung auf €P™! bzw. CH™1,

b) Auf Pk bzw. Hyx, k € {1,..,m — 2}, ist die kanonische fast-kontakt metri-
sche Struktur nicht homothetisch zu einer Sasaki-Struktur (vgl. 5.4); daher ist
M/L in diesen Fillen keine Kahler-Mannigfaltigkeit (vgl. [Og1], 5.59).

¢) Im Falle der Riume Py ; sowie Hj  ist die Riemannsche Submersion gemas (i)

ein Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe $? und Zusammenhang D (vgl. [Mo3],
S. 93).

d) Seien M einer der Modellriume P, - P; oder Hy und L die Hopf-Blétterung
von M. Dann existiert keine Riemannsche Struktur auf M/L, so dafl die ka-
nonische Projektion zu einer Riemannschen Submersion wird (denn die Fasern
einer Riemannschen Submersion bilden eine Riemannsche Blitterung, vgl. [Re6],
5.163; nach Theorem 4 in 5.2 ist aber L keine Riemannsche Blétterung von M).

Beweis: Fiir die angegebenen Modellrdume ist die Hopf-Blétterung L eine Rie-
mannsche Blitterung von M (vgl. Theorem 4 in 5.2). Wir erinnern noch einmal

daran, dafl die Blitter von L durch die Integralkurven von U parametrisiert
werden.

Sei zunichst M einer der Modellriume P, i oder Hy ;. Da die Blitter
von L kompakt sind (vgl. 6.1), kann die Menge N := M/L aller Blitter von
L mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden, beziiglich welcher die
kanonische Projektion 7 : M — N eine (differenzierbare) Submersion ist ([Pa],
S. 21 £.). Weiterhin ist U ein Killingfeld auf M (vgl. Theorem 4 in 5.2); daher
kann N sogar mit einer Riemannschen Metrik versehen werden, so dafl = zu einer
Riemannschen Submersion wird. Die normale fast-kontakt metrische Struktur
auf M (vgl. Theorem 4 in 5.2) induziert dann eine holomorphe Struktur auf
N; diesbeziiglich ist V eine Hermitesche Mannigfaltigkeit (vgl. [Mo3], S.93, und
[Ogl], 8.57 {.). Damit ist (i) fir die Réume Py, und H; ; bewiesen.

Seien nun speziell M = P g und & : M — B die Fokalabbildung von M auf
die zu CP™"! holomorph kongruente Fokalfliche B von M (vgl. Beispiel 1 in
4.5). Durch Berechnung des Differentials von & (z.B. mit Theorem 4.5) erhalt
man, daf

®: M — (B,sin’*(r) <,>)

eine Riemannsche Submersion ist, deren Fasern genau die Blatter von L sind.
Damit folgt (ii) fir M = P; y. Fiir den Raum Py m-1 bzw. Hy ;1 kann man
mit Hilfe der Fokalabbildung auf €P™~! bzw. CH™ ! auf analoge Weise die
Behauptung in (ii) herleiten.

Sei nun M = H; 4 eine geodétische Hypersphire vom Radius r in CH™. Die
Sasaki-Struktur auf M gemi8 5.4 impliziert, daB N eine Kahler-Mannigfaltigkeit
ist ([Ogl], $.58). Sei A := coth(r); A ist also der Eigenwert von A|D. Da
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(M, X<, >) nach 5.4 konstante -Schnittkriimmung 1 — 4/A? hat, ist die ho-
lomorphe Schnittkriimmung von (N, A*<,>) konstant vom Wert 4(1 — 1/2?)
([YK1], 8.152), d.h. N hat konstante holomorphe Schnittkriimmung 422 -1) =
4/sinh*(r) =: ¢. Sei nun p der Mittelpunkt von M in CH™. Bekanntlich ist
die Exponentialabbildung exp, : T,CH™ — CH™ von CH™ in p ein Diffeo-
morphismus (vgl. [KN2], 5.102). Nun ist M das Bild unter exp,, von der Sphare
§2m~1(r) vom Radius r um den Nullpunkt in T,CH™. Ist W ein 1-dimensionaler
komplexer Untervektorraum von T,CH™, so ist W N §*m-1(r) ein Grofkreis in
§2m=1(r), Das Bild exp,(W) ist holomorph kongruent zu CH'; nach 6.1 ist
daher exp, (W) N M gerade ein Blatt von L. Diese Untersuchungen zeigen, dafl
N diffeomorph zu dem Quotientenraum §*™~1/5 = CpPm™-1ist. N ist somit
cine einfach zusammenhingende Kihler-Mannigfaltigkeit der konstanten holo-
morphen Schnittkriimmung ¢. Aus der Vollstindigkeit von M (vgl. 6.2) folgt
ferner die Vollstindigkeit von N, Nach 1.12 ist N daher holomorph isometrisch
zu CP™(c).

Es bleibt noch der Fall M = Hy zu untersuchen. Sei (IR”™", g) wie in Satz
6.4 (iii). Wir betrachten R?™~1 in kanonischer Weise als Produkt ! xR
Dann ist die Projektion

s 1 1
W:(IRE 119) it (d:m 1»1 <5>)

auf die erste Komponente eine Riemannsche Submersion, wobei <,> die iibliche
Riemannsche Metrik auf €™ ist (vgl. 1.9). Mit Satz 6.4 (iii) erhdlt man nun
leicht die Behauptung. a

6.6 Modifizierte Hopf-Abbildungen auf CP™

Satz: Sei M eine geodatische Hypersphire vom Radius r €10, Z[in CP™ bzw.
vom Radius r € Ry in CH™. Dann existiert eine Riemannsche Submersion
mit total-geoditischen Fasern von

1

] P
sinh?(r) )

= 1 o)
M = (M,T<,>) bzw. M = (M
sin®(r)
auf CP™. Die horizontalen Geoddtischen von M sind geschlossen und haben

die Linge 2r; die Fasern deLSubmeraian lassen sich parametrisieren durch ge-
schlossene Geodatische von M mit der Linge 2w cos(r) baw. 27 cosh(r).

Beweis: Die Existenz der Riemannschen Submersion folgt aus 6.5; die Fasern
entsprechen den Integralkurven von U und sind daher nach 6.1 total-geoditisch

in M.

92

Sei 4 eine horizontale Geoditische von M. Dann ist 7 eine sphérische
Kurve in €P™*! bzw. CH™! mit V57 = A||7|2 o, wobei A = cot(r)
bzw; A= : coth(r) (vgl. Tabelle 6 bzw. Tabelle 8 in 5.3). Da 5 sphérisch ist
verlduft v in der 2-dimensionalen vollstindigen total-reellen total-geoditischex;
Untermannigfaltigkeit L von CP™! bzw. CH™+!, die durch 7(0),£ o 7(0) i
7(0) fes.tgelegt ist (vgl. 2.5). L ist isometrisch zu RP? bzw. RH? / entz r'c;::
da.hf:r einem Kfeis vom Radius r in RP? bzw. RH?; die Linge.e;rnes stﬁclhen
;{relses ist 2w sin(r) bzw. 2x .sinh(r) (vgl. auch Beweis zu Theorem 1 (iii) in

._2).. Jede Faser der Submersion entspricht nach 6.1 einer geschlossenen Geo-
datischen von M mit der Léinge r sin(2r) bzw. 7 sinh(2r). Insgesamt 1iBt sich
nun leicht die Linge der Geoditischen in M berechnen. a

Anmerkfmgen: a) Die so konstruierten Riemannschen Submersionen auf CP™
unterscheiden sich von der iiblichen Hopf-Abbildung m; von §2™+! auf CP™
da.dtfrch, dafi die Linge der Fasern kleiner bzw. grifier als bei m; ist. Dah
bezeichnen ?-vir sie.a.ls modifizierte Hopf-Abbildungen auf CP™. Zulsam;uen m?:
1r1‘ habt?n wu'. somit eine Familie (r,),er + von Riemannschen Submersionen
mit 1-dimensionalen total-geoditischen Fasern auf €P™ konstruiert derart, da.i;

die Linge der horizontalen Geoditi i ie L&
i e en Geodétischen gleich 2r und die Linge der Fasern

b) Geoditische H, Hireri m . .
siehe [We]). ypersphéren in CP™ bzw. CH -m-nd Berger-Sphiren (fir CP™

8.7 Geodaitische

Satz: Sei M ein beliebiger der Modellrdume i

. in CP™ oder (H™, pc M, A €
a(?) und v € TA(;L!) mit ||v|| = 1. Ferner seiy: R — M die G’eo:i&tische ’in M
mit 7(0) = p und ¥(0) = v. Dann gilt

(i) v ist eine Krimmungslinie in M, d.h. fiir jedes t € R gilt ’Y(t) € Ta(~(¢))-

(i) v ist die eindeutig bestimmte mazimale spharische Kurve in M mit

Y0)=p , 10)=v , Vo1 =2Art .

t(iii) Sei B difz w RP? bzw. !RJEI2 holomorph kongruente total-geoddtische Un-
ermannigfaltigkeit von M mit p € B und T,B = Rv @ R¢,. Dann ist 7(R) die
Zusammenhangskomponente von BN M, die p enthdlt. i

(tv) Im proj:ktivenwFaH ist v geschlossen und von der Lange 2w sin(s), wobei
s € {r,r+ v+ 5,7 + 3=} die Zohl mit cot{s) = X ist. Im hyperbolischen

Fall ist v n " = S " /
i sinh(z). ur fir A coth(r) geschlossen; die Linge von vy ist dann gleich
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Beweis: zu (i): T ist entweder total-reell oder komplex (v;gil. {kmtn;'rkuzcgh as):t:
: i tal-reell, so induziert T n
Theorem 1 bzw. Theorem 2 in 5.3). Ist T to lI, so 1 \ :
i ati ) M, womit in diesem Fall (i) bewiesen
6.3 eine total-geoditische Blitterung L von M, t wi
ist ;sl.lt T kofnplex, so induziert T © IRU nach Satz 6.3 eine total-geodatische

Blitterung L von M. Zum Nachweis von (i) ist dann noch <7,U 07> =0 zu
zeigen: Mit der Ricci-Identitét folgt

<NHUoy>' =<7, V. U> = <7,PAY> = -<AP7,7> .

Fiir komplexes Ty gilt P7(t) € Tx(4(t)) und da.mit.AP 7(t) = AP7(t) fiir jedes
¢ € R. Daher ist <7, U o> konstant vom Wert <7(0), U oy(0)> = <v,Up> =
0. Damit ist (i) bewiesen.

zu (ii): Mit der GauB-Gleichung, der Weingarten-Gleichung und (i) erhalt
man

Vo7 =<A7,7>¢0y= Mo

und ) .
Votoy =76 = —47= 27

Damit folgt, da8 v eine sphérische Kurve in M mit der angegebenen Eigenschaft
ist.

2

zu (iii): Als sphirische Kurve verlduft v in de.r zu.RP2 bzw;RH' holor;orpz
kongruenten total-geodétischen Unterma.nnig{a}ltlgkelt B von M mit p € B un
T,B = IRv ® R¢, (vgl. Anmerkung iber sphérische Kurven in 2.5).

o ; 5
zu (iv): (iv) folgt aus bekannten Tatsachen iiber spharische Kurven in IRPE1
und RHZ. |

. k
6.8 Zur Geometrie der Rohren um CP* und CH

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Geometrie der Modellrdume Py
und Hy .

Satz 1: Seien M einer der Modellrdume Py j oder Hy i, k € {1,...,m—2} t;}d
X € o(D). Dann induziert T» ® RU eine Riemannsche platterung L vonk i
Die Menge M/L aller Blitter von L kann mit einer R:;}nannaﬂlﬁg Strzi;ﬁ:
) " s . s
versehen werden, so daf die kanonische _P:_ro_;ekt:on T M - . '
Riemannschen S’ubmers:'on mit total-geoddtischen Fasern wird. Parub:rﬁu;a::
ezistiert auf M /L eine Kihler-Struktur, so dof M/L holomorph isometrisc
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einem Standardraum konstanter holomorpher Sehnittkrimmung c ist:

M M/L c A

Pii | CP*(c) 4/cos’(r) | cot(r)
CP™*=1(c) | 4/sin*(r) — tan(r)

| €Y | —ajeoti(r) | coth(r)
CP™*=1(c) | 4/sinh*(r) | tanh(r)

In den Fallen X = cot(r) bzw. \ = —tan(r) bzw. A = coth(r) enfspricht die
kanonische Projektion = gerade der Fokalabbildung von P4 auf CP* bzw. von
Py i auf CP™ %=1 pos. won Hy . auf CHE,

Beweis:

Ty ist nach Anmerkung a) zu Theorem 1 bazw. Theorem 2 in 5.3
komplex.

Nach 6.3 ist daher T\, @ RU integrabel. Die hierdurch induzierte
Blétterung L von M ist genau dann eine Riemannsche Blatterung, wenn

(7) <VyX,Z>+<V,VzX> =0

fiir alle X € TI(Th@RU) und ¥, Z € I'(T,) gilt, wobei A # € a(D) (vgl. (15) in
5.2). Offenbar geniigt es, (7) fiir alle X ¢ I(T)) und X = U nachzuweisen. Fiir
X € I'(T)) gilt (7) nach Lemma 1 (17) in 5.3. Weiterhin ist I/ nach Theorem

4 in 5.2 ein Killingfeld; also gilt (7) fir X = U. Damit ist gezeigt, daB L eine
Riemannsche Blitterung von M ist,

1. Fall: Py, A = cot(r). Sei @ : M — CP* die Fokalabbildung von
M = Py i auf CP*. & ist eine Submersion mit total-geoditischen Fasern (vgl.
Korollar 6.3) und fiir jedes v € T, (1 = —tan(r)) folgt mit Theorem 4.5

12.v]] = (cos(r) + tan(r) sin(r)) o] = %muvn :

Da die Fasern von @ den Blittern von L entsprechen, folgt die Behauptung.

2. Fall: Pyi, A = —tan(r). Der Beweis ist analog zum 1. Fall, wobei
hier die Fokalabbildung von P, i auf die zu CP™—*-1 holomorph kongruente
Fokalfliche von P; & untersucht wird.

3. Fall: Hyx, A = coth(r). Der Beweis ist ebenfalls analog zum 1. Fall.
Hier wird die Fokalabbildung von H; ; auf CH* untersucht.

4. Fall: Hyy,A = tanh(r). Seien & : M — CH*(Z) die Riemannsche

Submersion gemd8 dem 3. Fall, ¢ := ~4/cosh?(r), L die durch die Fasern

von ¢ induzierte Riemannsche Blétterung von M, p € M und E die normale
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Exponentialabbildung von L, in M. Dain CH*(Z) keine konjugier.te-n Punk.te
existieren, hat Ep keine Brennpunkte in M ([ONZ2], S.369)M. Somit ist E ein
lokaler Diffeomorphismus. Da T|L, gerade das Normale'nbundel von~L,, in M
ist, folgt leicht mit Satz 6.7, daB E sogar ein Diffeomorphismus von LL, auf M
ist. Die Abbildung ~

ToE:M — L,

ist daher eine surjektive Submersion, wobei 7 : LL, — L, die k_ainonjshcalille Pro-
jektion ist. Aufgrund von Satz 6.7 (i) ist jede Faser von 7 o E fn.t ten in
einem Blatt von L. Nun ist fp holomorph kongruent zu einer ge?datlschen I:Iy-
persphiire vom Radius r in CH™* (vgl. 6.3). Nach 6.5 existiert daher eine
surjektive Submersion

fiL, — P+ (o)

mit ¢ := 4/sinh*(r); die Fasern von f werden gerade durch die Integralkurx.ren
von UIEP parametrisiert. Insgesamt erhalten wir nun die surjektive Submersion

g:=fo*roE_1:M—f¢Pmikkl(C) :

ir j i L, di durch den Punkt 7 o E~(g).
Fiir jedes ¢ € M ist Ly N L, die Faser von I : T
Da.hejr sind die Fasern wqm g genau die Blatter von L. Da L eine R.lema.m;_{sche
Blatterung von M ist, ist g sogar eine Riemannsche Submersion (vgl. Anmer ung
zu Theorem 4 in 5.2).

Korollar: Seien M die Réhre vom Radius v € Ry um CH* in CH’:, A})E
{1,.,m—1} und & : M — CH* die Fokalabbildung von M auf ch[* ; R(}e
Fa;ern von ® sind die mazimalen Integml-Mannigfalt:gke:ten der _durch ,\? 7,1
)\ = coth(r), induzierten total-geoditischen Riemannschen Blatt«;run% v vt; '
M. Seienp€ M und N die zu CH™ * holomorph kongruente tota g}r;oh alt).sc i
Untermannigfaltigkeit von CH™ mit ®(p) € N und Tg,(.p)N = La(pTE N ;11:;,.
ist L, = M NN die geoddtische Hypersphire vom Radu_sa T um tI>(_;g;r)‘1>m .1, 3
jedes g € M ist der Abstand in M zwischen ¢ u:nd I{p gle:f:h cosh(r)d(' (}'_:J), (im{
Ist g € M\ Ly, so erhalt man auf folgende Weise eine Kurzeft..e v zwise ;r};ﬁ :
L,. Seien s := d(®(p), ®(q)) und ¢ : [0,5] — CH* die Ggodqtuchek;uon y mn;l
e(0) = ®(q) und c(s) = ®(p). Ferner sei v € Tr(q) derjenige Vektor, den

durch Parallelverschiebung von ¢(0) lings der Geoddtischen vy, von if(q) gac_h q
erhdlt. Dann ist die Geodatische v : [0, cosh(r)s] — M von M mit 4(0) = ¢

und Y(0) = v eine Kirzeste von g nach Ly, (vgl. auch 6.7).

Anmerkung: Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die RShren vom Radius
r €10,%[ um CP* in CP™, k € {1,...,m — 1}.
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Beweis: Die Behauptung folgt mit Korollar 6.3, Satz 6.5, Satz 6.7 und Satz 1
sowie der Tatsache, dal bei Riemannschen Blétterungen die Blatter zueinander
parallel sind (vgl. [He], S.453), d.h. fiir je zwei Blitter Ly,Ly von L und fiir
beliebige p € L1,q € Ly gilt d(p, L,) = d(Ly,Ly) = d(Ly,q). ]

Satz 2: Seien M die Réhre vom Radius r € Ry um CH* in CH™, k ¢
{L,..;m =1}, und & : M — CH* die Fokalabbildung von M auf CH®. Fer-
ner seien F eine Busemann-Funktion auf CH* und L die zugehdrige Riemann-
sche Blitterung von CH* durch Horosphiren. Durch Z :— —grad F' wird auf
CH* ein globales Einheitsvektorfeld Z definiert, das in jedem Punkt p € M
orthogonal zur Horosphire L, durch p ist. Die Integralkurven von Z sind zu-
einander asymptotische Geodatische von CH*. Es ezistiert genau ein Einheils-
vektorfeld Z € ¥(M) mit cosh(r)®,Z = Z 0 &. Die Integralkurven von Z sind
zueinander asymptotische Geoditische von M. Sei W bow. ¥ der mazimale Fluf
von Z bzw. Z. Dann gilt fir jedes p € M und jedes t € R

(8) & o T(p, cosh(r)t) = ¥(¥(p), 1) .

Sei L die Blitterung von M mit T,L = 87)(Ty(p)L) fir alle p € M. T ist eine
Riemannasche Blitterung von M durch Hyperflichen von M. Sei {¥, | s € R}

die Einparametergruppe von Z. Dann gilt fir jedes p € M und jedes s € R

U,(L,) = EE.(?) und M = U T,(L,) .
sER

Seien v eine Integralkurve von Z und N := @71 (7(R)). Dann ist Z|N ein Par-
allelfeld (insbesondere also auch ein Killingfeld) auf N. N ist isometrisch zum
Riemannschen Produkt einer geodatischen Hypersphdre (aufgefafit als Riemann-
sche Mannigfaltigkeit) vom Radius r in CH™* ynd R,

Beweis: Zu den Aussagen iiber Z siche [HI], 8.483 f. Das Vektorfeld cosh(r)Z
ist der eindeutig bestimmte horizontale Lift von Z bezliglich der Riemannschen
Submersion von M auf CH*(c) (vgl. Satz 1). Damit folgt leicht die Gleichung
(8). Die Integralkurven von Z sind Geoditische von CH*, daher sind die In-
tegralkurven von Z Geoditische von M. Fir p € M sei 7, bzw. Ya(p) die
Integralkurve von Z bzw. Z mit 7(0) = p baw. 73(0) = B(p). Mit dem

vorhergehenden Korollar erhalten wir dann fiir beliebige p,g € M und £ € R die
Abschitzung

A(Fp(3), ¥e(8)) < cosh(r)&('r.p(,)(t), Ya(g)(t)) + K

1

wobei s = cosh(r)t und X der Durchmesser der zueinander isometrischen kom-
pakten Fasern von ® ist. Da die Integralkurven von Z zueinander asymptotisch
sind, folgt dies somit auch fiir die Integralkurven von Z. Wegen VzZ =0ist
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L eine Riemannsché Blitterung von M ([To], S.75). Die Behauptlfng iiber die
Einparametergruppe von Z folgt mit (8) und den entsprechenden ‘E:genschaften
der Einparametergruppe von Z. Nun gilt fiir X, ¥ € T(7,) (wobei pp = coth(r))

0= <VxZ,Y> nach 5.3 (17),

0 = <VxZ,U> nach Ricci-Identitdt und 5.1 (3),
0= <VyZ,Y> nach 6.3 (2),

0 = <VyZ,U> nach Ricci-Identitat und 5.1 (3),
0=<VxZ 5> =<VyZ, 7>, da ||Z]| =1.

(Die Voraussetzungen fiir die Anwendung von 6.3 (2) sind hier erfiillt.) Da
auflerdem VEZ = 0, folgt insgesamt

VxZ 1 (T, ®RU ® RZ)

firalle X e (T, 0RU® RZ). Aufgrund der GauB-Gleichung fir N — M und
wegen TN = (T, ® RU @ RZ)|N ist Z|N daher ein Parallelfeld auf N. Sei § :=
$-1({4(0)}); S ist holomorph kongruent zu einer geodatischen ﬂyperSphme vom
Radius r in CH™* (vgl. vorhergehendes Korollar). Aus den Eigenschaften von
¥ und der Parallelitit von Z|N folgt, dafl

F:SxR—N , (p,8)— ¥(p,1)

ein Diffeomorphismus ist, der die Linge von Vektoren tangential zu § (bzw. lR)
erhilt. Da auBerdem f.v orthogonal ist zu fiw fﬁr' alle v,w E-I-'(p‘g)(s % IR) Dlll:t|
v € TpS, w € T¢R und (p,t) € S x R, ist f sogar eine Isometrie.

6.9 Familien mit konstanten Hauptkriimmungen

Mit E.Cartans [Ca] Klassifikation der isoparametrischen Hyperflichen im
reell hyperbolischen Raum erhélt man

Theorem 1: Seien p € RH™(m > 2), k € {0,...,m — 1}, V bztu: W zwei
sueinander orthogonale Untervektorraume von T,RH™ der Dimension k bzw.
m —k — 1 und 7 ein Einheitsvektor aus T,RH™ orthag?na! wVeo W._ Dlann
ezistiert genau eine Familie (M,),er von zusammenhdngenden vollstindigen
Untermannigfaltigkeiten von IRH™ mit den Eigenschaften

(i) My ist die zu RH* kongruente total-geoddtische Untermannigfaltigkeit von
RH™ mit p € My und T,My = V.

(i) Fir jedes s # 0 ist M, eine Hyperfliche von RH™ mit konstanten Haupt-
krimmungen und einem globalen Einheitsnormalenfeld £° auf M,, so daff

peM, , T,M,=VoW , =1 ;
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die Hauptkrimmungen von M, beziiglich £* sind s und 1/s mit den Vielfachhei-
ten k bzw. m — k — 1 sowie den Eigenrgumen V bzw. W in p.

Anmerkungen: a) Die Familie (M,) konstruiert man wie im nachfolgenden
komplexen Analogon. Daher verzichten wir hier auf einen Beweis.

b) Speziell fiir k = m — 1 erhilt man die bekannte Blétterung von IRH™ mit
einer Singularitdt in p durch die spharischen Hyperflichen von RH™, deren
Normalenfeld der mittleren Kriimmung in p den Wert sn hat.

¢) Jede zusammenhéngende Hyperfliche von IRH™ mit konstanten Hauptkriim-
mungen ist offener Teil einer Hyperfliche M, einer solchen Familie (M,).

d) Eine entsprechende Aussage 1aBt sich auch fiir Hyperflichen mit h&chstens
zwei verschiedenen konstanten Hauptkriimmungen in §™ formulieren (vgl. auch
komplexes Analogon fiir CP™ in Theorem 2).

Wir formulieren nun das komplexe Analogon von Theorem 1 sowohl fiir
CH™ als auch fiir CP™.

Theorem 2: Seien M entweder CP™ oder CH™(m > 2). Ferner seienpec M,
k€ {0,..,m —1}, V bzw. W zwei zueinander orthogonale kompleze Unter-
vektorraume von T,M der komplezen Dimension k bzw. m — k — 1 und n ein
Einheitsvektor aus T,,H orthogonal zu V & W. Dann ezistiert genau eine Fa-

milie (M,),er von zusammenhangenden vollstindigen Untermannigfaltigkeiten
von M mit den Eigenschaften

(1) My ist die zu (P"_bzw, CH* holomorph kongruente total-geodatische Unter-
mannigfaltigkeit von M mit p € My und T, My=V.

(i) Fir jedes s # 0 ist M, eine reelle Hyperfliche von M mit konstanten
Hauptkrimmungen und einem globalen Einheitsnormalenfeld £° auf M,, so daff

PEM, , TpM.=VeW@RJ7] X é';:n H

die Hauptkrimmungen von M, beziiglich £* sind —es, 1/3 und 1/8 — es mit den
Vielfachheiten 2k, 2(m—k—1) bzw. 1 sowie den Eigenraumen V, W bzuw. RJ7 in

- (Im Falle € = —1 und s € {—1,1} gilt —es = 1/s; der zugehirige Eigenraum
ist dann V@ W.)

Beuweis: Sei v : R — M die Geodatische von M mit 4(0) = p und ¥(0) = 5. Fiir
™ € R sei 7, die Parallelverschiebung lings -y von 4(0) nach y(r). Wir definieren
im hyperbolischen Fall fiir

0 <|s| <1: M, sei die Réhre vom Radius |r| um N in CH™, wobei r € R
mit 3 = tanh(r) und N die zu CH* holomorph kongruente total-geoditische
Untermannigfaltigkeit von CH™ mit y(r) € N und T,y N = (V') ist.
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|s] = 1: M; bzw. M_; sei die Horosphére in CH™ durch p, die durch die
Busemann-Funktion von CH™ beziiglich 4 bzw. { — 4(—t) definiert ist.

|s| > 1: M, sei die Rohre vom Radius |r| um N in CH™, wobei r € R mit
s = coth(r) und N die zu CH™ *~! holomorph kongruente total-geodatische
Untermannigfaltigkeit von CH™ mit 4(r) € N und Ty N = 7.(W) ist.

Im projektiven Fall sei M, (s # 0) die R6hre vom Radius [r| um N in CP™,
wobei r € |—%, %[ mit s = tan(r) und N diezu € P* holomorph kongruente total-
geodétische Untermannigfaltigkeit von €P™ mit (r) € N und Ty N = 7,.(V)
ist.

Fiir s # 0 sei {* das globale Einheitsnormalenfeld auf M, mit £ = 7. Mit
den Aussagen {iber die Hauptkriimmungen dieser Hyperflichen (vgl. Beispiel 1
in 4.4 sowie die Tabellen 6 bzw. 8 in 5.3) sowie den Klassifikationen in 5.3 folgt
die Behauptung. a

Anmerkungen: a) Im Gegensatz zu IRH™ ist nicht jede reelle Hyperfliche von
CH™ mit konstanten Hauptkriimmungen in einer Hyperfliche dieser Familien
(M,) enthalten; z.B. eine R6hre um IRH™ in CH™. Diesbeziiglich kann man

" also sagen, dafl in CH™ reelle Hyperflichen mit konstanten Hauptkriimmungen

existieren, zu denen es kein Analogon in IRH™ gibt. Im Fall M = CH™ umfaft
(M,)sz0 genau die Modellriume Hj k, Hy m—k—1 (mit allen méglichen Radien
r) und Hj.

b) Bemerkenswert ist, daBl in jeder dieser Familien (M,) zwei Horosphéren vor-
kommen (unabhéngig von k), und zwar fiir s = 1 und s = —1. Geometrisch
148t sich dies derart interpretieren, daf jede solche Familie (M, )g<,<1 fiir s — 1
gegen die Horosphire M; “konvergiert”. Speziell fiir k = 0 erhilt man die be-
kannte Interpretation einer Horosphéare als Grenzmannigfaltigkeit einer Familie
von geoditischen Hypersphiren (vgl. 2.2 (v)a)). In CP™ dagegen existiert keine
in diesem Sinne ausgezeichnete reelle Hyperfliche.

c¢) Vertauschen wir bei obiger Konstruktion V und W, so erhalten wir eine Fa-
milie (H,),GR mit den entsprechenden Eigenschaften. M, ist die zu CP™— k-1
bzw. CH™ %=1 holomorph kongruente total-geodétische Untermannigfaltigkeit
von CP™ bzw. CH™ mit p € My und T, My = W; fiir alle s # 0 gilt M, = M, ,.
Aufgrund der letzten Gleichung ist es naheliegend, die Familie (M,_};en fortzu-
setzen zu einer Familie (M, ), g, wobei R =RU {c0} und My, := M. Man be-
achte, daff im projektiven Fall M, bis auf holomorphe Kongruenz die Fokalfliche
von My in CP™ ist; im hyperbolischen Fall besitzt M; keine Fokalfliche in CH™.

d) Es ist interessant, den Schnitt einer solchen Familie (M, ), % mit geeigneten
2-dimensionalen total-geoditischen Untermannigfaltigkeiten von M zu untersu-
chen. Wir fithren dies hier fiir den hyperbolischen Fall durch.

Seien u € V (bzw. u € W bzw. v = Jn) mit u # 0 und N die zu RH? (bzw.
IRH? bzw. CH') holomorph kongruente total-geodatische Untermannigfaltigkeit
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von CH":' mit p € N und T,N = Ru @ Ry. Mit Satz 6.7 sowie 6.1 folgt, daf
NNM, fir s # 0 die 1-dimensionale zusammenhingende vollstindige sphér’ische
Untermannigfaltigkeit von N ist, die in p tangential zu IRu ist und deren Norma-
le?feld der mittleren Kriimmung in p den “Wert” sn (bzw. 1nbaw. (s+1)n) hat
Fiir weV (bzw. u € W) ist N N M, (baw. NNM,) die I:dimensions.l:e zusam-.
fnenha.ngende vollstindige total-geodétische Untermannigfaltigkeit von N, die
in p tangential zu IRy ist; in allen anderen Fillen gt NnMy ={p} =N ﬂ}w
Bis auf Kongruenz entspricht (N N M,)ser (fir w € V) baw. (N n M.,),cr -
(fiiru € Hf}‘also der bekannten in einem Punkt singuldren Blatterung vc:rf R\g ;
durch sphiérische Untermannigfaltigkeiten (vgl. Anmerkung b) zu Theorem 1).

e) Ein }.\nalogon zu Theorem 2 1i8t sich auch mit der Voraussetzung herleiten
da V ein (m —1)-dimensionaler total-reeller Untervektorraum von M und W =

JV ist. Die Familie (M,) wird dann mit d A
konstruiert. ) mit den Réhren ll.m RP™ bzw. RH™

6.10 Integral-Untermannigfaltigkeiten des Kontaktbiindels

In der Theorie der Kontakt-Mannigfaltiekei i i
. . der glaltigkeiten sind die Integral-Unterman-
mgfa:ltlgkeiten des “Kontaktbiindels” von besonderem Interesse,gda sie zur geo-
metrischen Interpretation der Kontaktbedingung 7 A (dg)" # 0 dienen (vl
‘[Bl], S.36 ff.). Im Fall einer_Kontakt.-Hyperﬁiche einer Kéhler-Mannigfaltigkeit
ist gerade D das Kontaktbiindel. Wir untersuchen nun die Integral-Unterman-

nigfaltigkeiten des Kontaktbiindels T der K - a
gy er Kontakt-Hyperflichen von CP™ und

S z: 1 € b L}
g
atz: 58 M em zu.mmmen,)’zan ende Kontakt H yper ﬂac]’le von c} bzw

(1) Jede Integral- Untermannigfaltigkeit von D ist total-reell.

(i) Sei :;pezie.II M g}eich Py g bzw. Hyp oder Hi,m-1 oder Hy. Ferner seien pE
AD/I, V ein stdzmem:onleer (s €{1,..,m—1}) total-reeller Untervektorraum von
» und A die Hauptkrimmung von M beziglich A|D. Dann ezistiert (vgl. Theo-
rem 25) genau eine rusammenhdngende vollstindige sphérische Unterrr'aanm'g-
falt:gfce:t N von M mitp € N, T,N =V und der mittleren Krimmungsnormale
Alp in p. N ist eine total-geodatische Untermannigfaltigkeit von M und ei
Integral- Untermannigfaltigkeit von D. SRS

Beweis: zu (i): Sei N eine Integral-Untermanni igkei
. : gfaltigkeit von D. Dann gilt
notwendigerweise 0 = 5|T'N und 0 = dn|(TN & TN) (Whitney-Summe), wogbel
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n:= < ,U> die Kontaktstruktur auf M ist. Nun gilt fir X,Y € X(N)

0=dp(X,Y)=<Y,VxU>—-<X,VyU>
= <Y,PAX>— <X,PAY >
= <(AP + PA)X,Y>
= p<PX,Y> ,

wobei p # 0 mit AP 4 PA = 2pP (vgl. 5.5). Hiermit folgt (i).

zu (ii): Sei B die zu RP**! bzw. RH**! holomorp.»h kongruente total-
geoditische Untermannigfaltigkeit von CP™ bzw. CH™ .rmt pE B und T, B =
VoRE,. Fir M = Py g baw. M = Hy o ist N := BNM eine geoditische Hyper-
sphire vom Radius r in B; fiir M = Hj ,1 ist die Zusammenha.ngskomponentf
N von BN M mit p € N holomorph kongruent zu einer Parallelfliche von R‘If
vom Abstand r in RH**' ¢ CH™; und fir M = Hy isz N :=Bn M eine
Horosphire in B. In allen Fillen ist N eine zusammenhéngende vo}lstandlge
sphirische Untermannigfaltigkeit von CP™ bzw. d_ZH"‘ (vgl. 2.5)‘ mit 1;6 N,
T,N =V und dem Normalenfeld der mittleren Kurufnmung /\.§|N in CP™ bzw.
CH™, wobei A die Hauptkriimmung von M besiiglich A[D ist. Au'fgrund der
GauB-Gleichung ist N total-geodétisch in M. Nach Kopstr}:ktlon ist N auch
eine Integral-Untermannigfaltigkeit von D. Die Eim‘ieungke:t von N folgt aus
der Starrheit total-geodatischer Untermannigfaltigkeiten. a

Anmerkung: Die Aussage (ii) des Satzes ist auch interessant im Zusa.m‘men-
hang mit der Frage nach der Existenz von total-geodatischen Untermannigfal-
tigkeiten der Modellrdume.

102

[BBB]

[Bel]

[Be2]

[Be3]

(BI]

[BFS)

[co2]
(CV]
[DN]

[EO]

Literaturverzeichnis

Ballmann, W.; Brin, M.; Burns, K.: On the differentiability of horocy-
cles and horocycle foliations. J. Differ. Geom. 26, 337-347 (1987).

Bejancu, A.: Geometry of CR-submanifolds. D. Reidel Publishing
Company, Dordrecht, Holland, 1986.

Berndt, J.: Uber Untermannigfaltigkeiten von komplezen Raumformen.
Diplomarbeit, Kéln, 1986.

Besse, A.L.: Einstein manifolds. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg,
1987.

Blair, D.E.: Contact manifolds in Riemannian geometry. Springer-
Verlag, Berlin Heidelberg, 1976.

Buchner, M.; Fritzsche, K.; Sakai, T.: Geometry and cohomology of
certain domains in the complex projective space. J. reine angew. Math.
323, 1-52 (1981).

Cartan, E.: Familles de surfaces isoparamétriques dans les espaces &
courbure constante. Ann. Mat. pura appl., IV. s. 17, 177-191 (1938).

Cecil, T.E.: Geometric applications of critical point theory to subma-
nifolds of complex projective space. Nagoya Math. J. 55, 5-31 (1974).

Cecil, T.E.; Ryan, P.J.: Focal sets and real hypersurfaces in complex
projective space. Trans. Amer. Math. Soc. 269, 481-499 (1982).

Chen, B.Y.; Ludden, G.D.; Montiel, S.: Real submanifolds of a Kaehler
manifold. Algebras Groups Geom. 1, 176-212 (1984).

Chen, B.Y.; Nagano, T.: Totally geodesic submanifolds of symmetric
spaces, II. Duke Math. J. 45, 405-425 (1978).

‘Chen, B.Y; Ogiue, K.: On totally real submanifolds. Trans. Amer.

Math. Soc. 193, 257-266 (1974).

Chen, B.Y.; Ogiue, K.: Two theorems on Kaehler manifolds. Michigan
Math. J. 21, 225-229 (1974).

Chen, B.Y.; Vanhecke, L.: Differential geometry of geodesic spheres.
J. reine angew. Math. 325, 28-67 (1981).

Dorfmeister, J.; Neher, E.: Isoparametric hypersurfaces, case g =6,
m = 1. Commun. Algebra 13, 2299-2368 (1985).

Eberlein, P.; O'Neill, B.: Visibility manifolds. Pacific J. Math. 486,
45-109 (1973).

103




[KN1]
(KN2)
[Ko]
(La]

(Le]

[Ma]

Ehresmann; C.: Les connexions infinitésimales dans un espace fibré
différentiable. Centre Belge Rech. math., Collogue Topologie, Bruxel-
les, du 5 au 8 juin 1950, 29-55 (1951).

Ferus, D.; Karcher, H.; Miinzner, H.F.: Cliffordalgebren und neue
isoparametrische Hyperflichen. Math. Z. 177, 479-502 (1981).

Greene, R.E.: Complex differential geometry. Differential geometry,
Proc. Nord. Summer Sch., Lyngby/Den. 1985, Lect. Notes Math.
1263, 228-288 (1987).

Gromoll, D.; Klingenberg, W.; Meyer, W.: Riemannsche Geometrie
im Grofen. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 1975.

Heintze, E.; Im Hof, H.C.: Geometry of horospheres. J. Differ. Geom.
12, 481-491 (1977).

Hermann, R.: On the differential geometry of foliations. Ann. Math.
72, 445-457 (1960).

Im Hof, H.C.: Die Geometrie der Weylkammern in symmetrischen
Raumen vom nichtkompakten Typ. Habilitationsschrift, Bonn, 1979.

Ki, U.: Cyclic-parallel real hypersurfaces of a complex space form.
Tsukuba J. Math. 12, 259-268 (1988).

Kimura, M.: Real hypersurfaces and complex submanifolds in complex
projective space. Trans. Amer. Math. Soc. 296, 137-149 (1986).

Kimura, M.; Maeda, S.: On real hypersurfaces of a complex projective
space. Preprint (erscheint in Math. Z.). :

Klein, F.: Vorlesungen tber nicht-euklidische Geometrie. Julius Sprin-
ger, Berlin, 1928. Nachdruck: Springer-Verlag, Berlin Heidelberg,
1967.

Kobayashi, S.; Nomizu, K.: Foundations of differential geometry, Vo-
lume I. Interscience Publishers, New York, 1963.

Kobayashi, S.; Nomizu, K.: Foundations of differential geometry, Vo-
lume II. Interscience Publishers, New York, 1969.

Kon, M.: Pseudo-Einstein real hypersurfaces in complex space forms.
J. Differ. Geom. 14, 339-354 (1979).

Lawson Jr., H.B.: Lectures on minimal submanifolds, Volume I. Pu-
blish or Perish Inc., Berkeley, 1980.

Levi-Civita, T.: Famiglie di superficie isoparametriche nell’ ordinario
spazio euclideo. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VL. 5. 26, 355-362
(1937).

Maeda, Y.: On real hypersurfaces of a complex projective space. J.
Math. Soc. Japan. 28, 529-540 (1976).

104

(Me]

[Mo1]
[Mo2]

[MR]

[Mo3]

[NS]

(NY]
[Ogl]
[Og2]

[Ok1]

[Ok2]
[Ok3)
[ON1]
[ON2]
[ON3]

(OT]

M_(eumertzheim, T.: Uber C-Abbildungen mit differentiellen Nebenbe-
dingungen. Dissertation, Kéln, 1988.

Molino, P.: Riemannian foliations. Birkh&user, Boston, 1988.

Montiel, S.: Real hypersurfaces of a complex hyperbolic space. J.
Math. Soc. Japan. 37, 515-535 (1985).

Montiel, .S.; Romero, A.: On some real hypersurfaces of a complex
hyperbolic space. Geom. Dedicata 20, 245-261 (1986).

Morimoto, A.: On normal almost contact structures with a regulari
arity.
Tohoku Math. J. 16, 90-104 (1964). ¥ ¢

Minzner, H.F.: Isoparametrische Hyperflichen in Sphiren. Math.
Ann., 1, 251, 57-71 (1980), II, 256, 215-232 (1981).

Nomizu, K.: Elie Cartan’s work on isoparametric families of hypersur-

faces. Differential geometry, Proc. S
2 - oymp. pure Math. 27, Part 1
Stanford 1973, 191-200 (1975). ,

]

Nomizu, K.; Smyth, B.: Differential geometry of complex hypersurfaces
IL. J. Math. Soc. Japan. 20, 498-521 (1968).

Nomizu, K.; Yano, K.: On circles and sph in Ri i
K & pheres in Riemannian geometry.
Math. Ann. 210, 163-170 (1974). % §

Ogiue, K.: On fiberings of almost contact manifolds. Kodai Math.
Sem. Rep. 17, 53-62 (1965).

Ogiue, K.: Differential geometry of Kaehler submanifolds. A
. Ad
Math. 13, 73-114 (1974). S vances

Okumura, M.: Certain almost contact hypersurfaces in Kaehlerian ma-

nifolds of constant holomorphic sectional curvatures. Tohoku Math
16, 270-284 (1964). oh Hath. g

Okumura, M.: Contact hypersurfaces in certain Kaehlerian manifolds.
Tohoku Math. J. 18, 74-102 (1966).

Okumura, M.: On some real hypersurfaces of a complex projective
space. Trans. Amer. Math. Soc. 212, 355-364 (1975).

O’Neill, B.: The fundamental equations of a submersion. Michi
. Mich
Math. J. 13, 459-469 (1966). 4

(Olg:;i;l, B.: Submersions and geodesics. Duke Math. J. 34, 363-373

O’Neill,-B.: Semi-Riemannian geometry with applications to relativity.
Academic Press, New York London, 1983.

F)zeki, H.; Takeuchi, M.: On some types of isoparametric hypersurfaces
in spheres. Tohoku Math. J., 1, 27, 515-559 (1975), 11, 28, 7-55 (1976).

105




(Pal
[Rel]

[Re2]

[Re3]

[Red]

[Re5]

[Re6]

(Se]

[Sm1]
[Sm2]
(5]

[Tal]
(Ta2)

[Ta3]

Palais, R.S:: A global formulation of the Lie theory of transformation
groups. Mem. Amer. Math. Soc. 22 (1957).

Reckziegel, H.: Completeness of curvature surfaces of an isometric im-
mersion. J. Differ. Geom. 14, 7-20 (1979).

Reckziegel, H.: On the eigenvalues of the shape operator of an isometric
immersion into a space of constant curvature. Math. Ann. 243, 71-82
(1979).

Reckziegel, H.: On the problem whether the image of a given differen-
tiable map into a Riemannian manifold is contained in a submanifold
with parallel second fundamental form. J. reine angew. Math. 325,
87-104 (1981).

Reckziegel, H.: Horizontal lifts of isometric immersions into the bundle
space of a pseudo-Riemannian submersion. Global differential geometry
and global analysis, Proc. Coni., Berlin 1984, Lect. Notes Math. 1156,
264-279 (1985).

Reckziegel, H.: A correspondence between horizontal submanifolds of
Sasakian manifolds and totally real submanifolds of Kihlerian mani-
folds. Topics in differential geometry, Coll. Math. Soc. Jdnos Bolyai
46, Debrecen/Hun. 1984, North Holland Publishing House, Amster-
dam, Vol. 2, 1063-1081 (1988).

Reinhart, B.L.: Differential geometry of foliations. Springer-Verlag,
Berlin Heidelberg, 1983.

Segre, B.: Famiglie di ipersuperficie isoparametriche negli spazi euclidei
ad un qualunque numero di dimensioni. Aitti Accad. naz. Lincei,
Rend., VL. s. 27, 203-207 (1938).

Smyth, B.: Differential geometry of complex hypersurfaces. Ann.
Math. 85, 246-266 (1967).

Smyth, B.: Homogeneous complex Hypersurfaces. J. Math. Soc. Japan
20, 643-647 (1968).

Steentod, N.: The topology of fibre bundles. Princeton University
Press, Princeton, New Jersey, 1951.

Takagi, R.: On homogeneous real hypersurfaces in a complex projective
space. Osaka J. Math. 10, 495-506 (1973).

Takagi, R.: Real hypersurfaces in a complex projective space with
constant principal curvatures. J. Math. Soc. Japan 27, 43-53 (1975).

Takagi, R.: Real hypersurfaces in a complex projective space with
constant principal curvatures II. J. Math. Soc. Japan 27, 507-516
(1975).

106

[Tad]
[Ta5)
[To]
[Ve]

[Wal]

[Wo]
[YK1]
[YK2]

[YK3)

[YK4] -

Tanno, S.: Sasakian manifolds with constant ¢-holomorphic sectional
curvature. Tohoku Math. J. 21, 501-507 (1969).

Tashiro, Y.: On contact structure of hypersurfaces in complex mani-
folds, I. Tohoku Math. J. 15, 62-78 (1963).

Tondeur, P.: Foliations on Riemannian manifolds. Spri - Verl
New York, 1988. g g

Vernon, M.: Contact hypersurfaces of a complex hyperbolic space.
Tohoku Math. J. 39, 215-222 (1987).

Wang, .Q.M.: ‘Isopara.metric hypersurfaces in complex projective spa-
ces. Differential geometry and differential equations, Proc. 1980 Bei-
jing Sympos., Vol. 3, 1509-1523 (1982).

Wang, QM Real hypersurfaces with constant principal curvatures in
complex projective spaces (1). Sci. Sin., Ser. A 26,1017-1024 (1983).

Wang, Q.M.: Isoparametric functions on Riemannian manifolds i
Math. Ann. 277, 639-646 (1987).

Weinstein, A.: Distance spheres in complex projective spaces. Proc.
Amer. Math. Soc. 39, 649-650 (1973). Erratum: Proc. Amer. Math.
Soc. 48, 519 (1975).

Wolf, J.A.: Elliptic spaces in Grassmann manifolds. Illinois J. Math.
7, 447-462 (1963).

Yano, K.; Kon, M.: Anti-invariant submanifolds. Marcel Dekker Inc.,
New York, 1976.

Yano, K.; Kon, M.: Generic submanifolds. Ann. Mat. pure appl., IV.
Ser. 123, 59-92 (1980).

Yg.no, K.; Kon, M.: CR submanifolds of Kaehlerian and Sasakian ma-
nifolds. Birkhiuser, Boston, 1983.

Ya\'no, K.; Kon, M.: Structures on manifolds. World Scientific Publi-
shing, Singapore, 1984.

107




Lebenslauf

Ich wurde am 10.10.1959 als Sohn des Kommunalbeamten Erhard Berndt
und seiner Ehefrau Marianne, geb. Peukert, in Wolfenbiittel geboren. Von April
1966 bis Juli 1969 besuchte ich die Grundschule in Bergisch Gladbach-Heidkamp.
Danach wechselte ich auf das Nicolaus-Cusanus-Gymnasium in Bergisch Glad-
bach, wo ich im Mai 1979 die allgemeine Hochschulreife erlangte. Den Grund-
wehrdienst leistete ich in der Zeit zwischen Juli 1979 und September 1980 ab. Im
Wintersemester 1980/81 nahm ich an der Universitit zu Koln das Studium der
Mathematik mit dem Nebenfach Betriebswirtschaftslehre auf, dasich im Februar
1987 mit der Diplom-Hauptpriifung abschlof. Meine akademische Ausbildung
erhielt ich vor allem bei den Herren Professoren H. Benz, P. Dombrowski, W.
Henke, M. Herrmann, T. Meis, H. Reckziegel, J. Schroder und H.J. Stender. Seit
Oktober 1083 bin ich ununterbrochen am Mathematischen Institut der Univer-
sitdt zu Koln beschaftigt, zundchst als studentische Hilfskraft und seit Februar
1987 als wissenschaftliche Hilfskraft.

) KLEIKAMP DRUCK GMBH
ZULPICHER STRABE 205 » 5000 KOLN 41 TEL. 0221/442372




