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Ewarzin: Eckirung der Perthelbewegong dea Merknr 831

Erklirung der Perihelbewegung des Merkur aus
der allgemeinen Relativititstheorie.

Von A. EINSTEIN.

In einer jlingst in dicsen Berichten erschienenen Arbeit, habe ich Feld-
gleichungen der Gravitation aufgestellt, welche beziiglich beliebiger
Transformationen von der Determinante 1 kovariant sind. In einem
Nachtrage habe ich gezeigt, daB jenen Feldgleichungen allgemein
kovariante entsprechen, wenn der Skalar des Energictensors der
»Materie« verschwindet, und ich habe dargetan, daB der Einfihrung
dieser Hypothese, durch welche Zeit und Raum der letzten Spur ob-
Jjektiver Realitit beraubt werden, keine prinzipiellen Bedenken ent-
gegenstehen'.

In der vorliegenden Arbeit finde ich eine wichtige Bestitigung
dieser radikalsten Relativititstheorie; eg zeigt sich nEmlich, da8 sie
die von Lrxvermizz entdeckte sikulare Drehung der Merkurbahn im
Sinne der Bahnbhewegung, welche etwa 45" im Jahrhundert betrigt
qualitativ und quantitativ erkliirt, ohne daB irgendwelche besondere
Hypothese zugrunde gelegt werden miiBte®.

Es ergibt sich ferner, daB die Theorie eine stfirkere (doppelt so
starke) Lichtstrahlenkrimmung durch Gravitationsfelder zur Konsequenz
hat als gemiB meinen fritheren Untersuchungen.

! In einer bald folgenden Mitteilung wird gezeigt werden, daB jenc Hypothese
entbehrlich ist. Wesentlich ist nur, daB cine solche Wahl des Bexugssystems még-
lich ist, duB die Determjinante | e dc%.&ﬂert—r annfmmt. Die nachfolgonde Onter-
suchung ist hicrvon unabhingig,

* Uber die Unmdglichkeit, dic Anvumlicn der Merknrbewegung auf der Basis
der Nrwromschen Theoric befricdigend zu erkliren, sclirieb E. Freuwvtien jingst
einen beachtenswerten Aufsatz (Astr. Nachr. 4803, Bd. 201. Juni 1915).
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832 Gesamtaitsung vom 18, November 1415

§ L Das Gravitationsfeld.
Aus meinen letzten beiden Mitteilungen geht hervor, dal das
Gravitationsfeld im Vakuum bei geeignet gewshliem Bezugssystem fol-
genden Gleichungen zu genitgen hat

3 qar+ Srar =o, (1)

wobei die Iy, durch die Gleichung definiert sind
Y (14 aa|B¥] __ 1 (%98 99 89,
=)= =35l =3 Gt —at) @
Machen wir auBerdem die in der letzten Mitteilung begriihdete Hypo-
these, dal der Skalar des Energietensors der >Materie« stets ver-
schwinde, so tritt hierzn die Determinantengleichung
[ga.| = —1. (3)

Es befinde sich im Anfangspunkt des Koordinatensystems ein
Massenpunkt (die Sonne). Das Gravitationsfeld, welches dieser Massen-
punkt erzeugt, kann ans diesen Gleichungen durch sukzessive Approxi-
mation berechnet werden.

Es ist indessen wohl zu bedenken, daB die g,, bei gegebener
Sonnenmasse durch die Gleichungen (1) und (3) mathematisch noch nicht
_ vollstindig bestimmt sind. Es folgt dies daraus, da8 diese Gleichungen
beziiglich beliebiger Tranaformationen mit der Determinante 1 kovarisat
sind. Es diirfte indessen berechtigt sein, vorauszusetzen, daB alle diese
Lisungen durch solehe Transformationen sufeinander reduziert werden
konnen, daB sie sich also (bei gegebenen Grenzbedingungen) nur formeil,
nicht aber physikalisch voneinander unterscheiden. Dieser Uberzeugung
folgend begniige ich mich vorerst damit, hier eine Lisung abzuleiten,
ohne mich auf die Frage einzulassen, ob es die einzig mdgliche sei.

Wir gehen nun in solcher Weise vor. Die g,, seien in »nullter
Niherung« durch folgendes, der urspriinglichen Relativititstheorie ent-
sprechende Schema gegeben

—_1 o o o

o —i o o -

(o) 0 I of’ @)

o v} 0 ~+I1

oder kiirzere

Fow =29, (6]
9y = 94;221_" O¢- (49
=1

Hierbei bedeuten ¢ und ¢ die Indizes 1, 2, 3; 3,, ist gleich t oder o,
je nachdem p == oder p ¢ ist.



236

DOC. 24 PERIHELION MOTION OF MERCURY

[7]
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Wir setzen nun im folgenden voraus, dad sich die g,, vor den
in (48) angegebenen Werten nur um GroSen unterscheiden, die klein
sind gegeniiber der Einheit. Diese Abweichungen behandeln wir als
kicine GroSen »erster Ordnung«, Funktionen nten Grades dieser Ab-
weichungen als »GrdSen nter Ordnunge«. Die Gleichungen (1) und (3)
setzen uns in den Stand, von (4a) ausgehend, durch sukzessive Ap-
proximation das Gravitationsfeld bis auf GroSen nter Ordnung genau
zi berechnen. Wir sprechen in diesem Sinne von der »nten Approxi-
matione«; die Gleichungen (48) bilden die »nullte Approximations.

Die im folgenden gegebene Ldsung hat folgende, das Koordinaten-
system festlegende Eigenschaften:

1. Alle Komponenten sind von x, unabhiingig.

2. Die Losung ist (riumlich) symmetrisch um den Anfangs-
punkt des Koordinatensystems, in dem Sinne, daf man
wieder auf dieselbe L3sung st58t, wenn man sie einer linearen
orthogonalen. (rfiumlichen) Transformation unterwirft.

3. Die Gleichungen g,, = g,, = 0O gelten exakt (fiir p = 1 bis 3).

4. Die g,, besitzen im Unendlichen die in (48) gegebenon Werte.

Erste Approximation.

Es ist leicht zu verifizieren, da8 in GroSen erster Ordnung den
Gleichungen (1) und (3) sowie den eben genannten 4 Bedingungen
genigt wird durch den Ansatz

[ O*r 8. %,
y!r = -_si.-—l-“(a_z;ﬁ';"—' . ) —_— "_3 —"a‘_:-"'—
o

i = 1""'?

Die g, bzw.g,, sind dabei durch Bedingung 3 festgelegt. v bedeutet die
GroBe +Vzi+ 2+ 23, « eine durch die Sonnenmasse hestimmte Kon-
stante.
DaB (3) in Gliedern erster Ordnung erfiillt ist, siecht man sogleich.
Um in einfacher Weise einzusehen, da8 auch die Feldgleichungen (1)
in erster NZherung erfiillt sind, braucht man nur zu beachten, daB
bei Vernachlissigung von Gro8en zweiter und hdherer Ordnung dic
linke Seite der Gleichungen (1) sukzessive durch
. 4TI,
270

S
"':‘ I'};t‘“ X

versetzt werden kann, wobei 2 nur von 1-—3 lkuft.
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Wie man sus (4b) ersieht, bringt es unsere Theorie mit sich,
daB im Falle einer rukenden Masse die Komponenten g,, bis g,, bereits
in den GrdBen erster Ordnung von null verschieden sind. Wir werden
‘gpiter sehen, daB hierdurch kein Widerspruch gegentiber Newtons
Gesetz (in erster N#herung) entsteht. Wohl aber ergibt sich hieraus
ein etwas anderer EinfluB des Gravitationsfeldes auf einen Lichtstrahl
als nach meinen fritheren Arbeiten; denn die Lichtgesehwindigkeit ist
durch die Gleichung

3 g..dzv.ds, =0 (s)

hestimmt. Unter Anwendung von Huveens’ Prinzip findet man aus
{(5) und (4b) durch eine einfache Rechnung, da ein an der Sonne
im Abstand A vorbeigehender Lichtstrahl eine Winkelablenkung von

der GrdBe 3} erleidet, wihrend die fritheren Rechnungen, bei welchen
die Hypothese 2 % = 0 nicht zugrmnde gelegt war, den Wert%

ergeben hatten. FEin an der Oberflichc der Sonne vorbeigehender
Lichtstrahl soll eine Abienkung von 1.7” (statt 0.85") erleiden. Hin-
gegen bleibt das Resultat betreffend .die Verschiebung der Spekiral-
linien durch das Gravitationspotential, welches durch Herrn FrrunprLica
an den Fixsternen der GrdSenordnung nach bestitigt wurde, ungein-
dert bestehen, da dieses nur ven g,, abhingt.

Nachdem wir die g,, in erster Niherung erlangt haben, kdnnen
wir auch die. Komponenten T';, des Gravitaiionsfeldes in erster N&herung

"

berechnen. Aus (2) und (ab) ergibt sich

.o T, 3 %,%3,
e e = P (69)
wobei p, ¢, 7 irgendwelche der Indizes 1, 2, 3 bedeuten,
o X,
Th=T.,=-~—=, (6b)

wobei ¢ den Index 1,2 oder 3 bedeutet. Diejenigen Komponenten,
in welchen der Index 4 einmal oder dreims! auftritt, verschwinden.

Zweite Approximation,

Es wird sich nachher ergeben, d&B wir nur die drei Komponen-
ten '/, in Gré8en zweiter Ordnung genau zu ermitteln brauchen, um
die Planetenbahnen mit dem entsprechenden Genaunigkeitsgrade er-
mitteln zu konnen. Hierflir geniigt uns dié letste Feldgleichung zu-~

[8]

(9]

[10]

[11]

[12]
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sammen mit den allgemeinen Bedingungen, welche wir unserer Lisung
auferlegt haben. Die letzte Feldgleichung '
ﬂ‘-‘3+§: r.I.,=o

geht mit Ricksicht auf (6b) bei Vernachifssigung von Groen dritter
und hoherer Ordnung iber in

2 4';; — &«
~ dx, a2r
Hieraus folgern wir mit Riicksicht auf (6b) und die Symmetrieeigen-
schaften unserer Ldsung

r;, =_f‘-i"':.(;—fi). (6¢)

§ 2. Die Planetenbewegung.

Die von der allgemeinen Relativititstheorie gelieferten Bewegungs-
gleichungen des materiellen Punktes im Schwerefelde Ianten

dz, dzx,
-*_"—2 rr ds ds (7)

Aus diesen Gleichungen folgern wir zunichst, da8 sie die Nzwrox-
schen Bewegungsgleichungen als erste Niherung enthalten. Wenn
nimlich die Bewegung des Punktes mit gegen die Lichtgeschwindig-
keit kleiner Geschwindigkeit stattfindet, so sind dz,, ds,,d=, klein
gegen dz,. Folglich bekommen wir cine erste Niherung, indem wir
auf der rechten Seite jeweilen nur das Glied ¢ = 7 = 4 berdcksich-
tigen. Man erbiit dann mit Ricksicht auf (6b)
—c-;-?—'-zl"‘" ==—4:—~F'(r= 1,2,3)
d'z,

=0

ds’

Diese Gleichungen zeigen, daf man fiir cine erste Niherung s = 2,
setzen kann. Dann sind die ersten drei Gleichungen gemau die Nxw-
tonschen. Fihrt man in der Bahnebene Polargleichungen r,¢ ein, so
liefern der Energie- und der Flichensatz bekanntlich die Gleiehungen:

(79)

27
—u'+e=A
’ 8)
d¢ ¢

Sittungsherichte 1915, n
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wobei A und B die Konstanten des linergie- hzw. Flichensatzes be-
deuten, wobei zur Abkilrrung

(8a)

gesetzt ist.

Wir haben nun die Gleichungen (7) um eine GrdSenordnung
genauer auszuwerten. Die letzte der Gleichungen (7) liefert dann
zusammen mit (6b)

d*z, _ , fdx. dz,  dg,, dx,
ds’ -'.'E";I‘“ ds ds = ds ds

oder in GrbSen erster Ordnung genau

dx, &
@ T t9)
Wir wenden uns nun zu den ersten drei Gleichungen (7). Die
rechte Seite liefert
a) fir die Indexkombination o =171 =4

dz, \*
P:a (_d;i)

oder mit Riicksicht auf (6¢) und (9) in GrdBen zweiter Ordnung gensu

a x| a
—_—— I=—],
2 r ( r)
b) fir die Indexkombinationen ¢==4 + 4 4 (welche allein noch in
Betracht kommen) mit Riicksicht dsrauf, daB die Produkte ‘?—' ‘f:'
2 ds
mit Ricksicht auf (8) als GrdSen erster Ordnung anzusehen sind!,
ebenfalls auf GrdBen zweiter Ordnung genau

2t fy 3 &) 4, de,
“\" 2 r | de ds

[14]

Die Summation ergibt
*% (o 3 (8}
A (“ E‘?) )

! Diesem Umstand entsprechend kiinnen wir uns bei den Feldkomponeaten
L/, mit der in Gleichung (6a) gegcbenen crsten Niherung beguligen.
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Mit Rdcksicht hierauf erbilt man fir die Bewegungsgleichungen die
in Groen zweiter Ordoung gensue Form '

d'z, a o . ar\’
a7 —-'--'3—-;3-(!-"“;'-!"2"—3(5)). (7b)

welche zusammen mit (9) die Bewegung des Massenpunkies bestimmt.

Nebenbei sei bemerkt, daB (7b) und (9) fir den Fall der Kreishe-

wegung keine Abweichungen vom dritten Kxrrerschen Gesetze ergsben.
Aus (7b) folgt zundchst die exakte Giiltigkeit der Gleichung

do
""78'“ =20, (10)

wobei B eine Konstante bedeutet. Der Flichensatz gilt also in GroSen
zweiter - Ordnung genau, wenn man die =Eigenzeit« des Planeten zur
Zeitmessung verwendet. Um nun die sikulare Drehung der Bahn-
ellipse aus (7b) zu ermitteln, ersetzt man die Glieder erster Ordnung
in der Klammer der sechsten Seiic am vorteilhaftesten vermittels (10)
und der ersten der Gleichungen (8), durch welches Vorgehen die Glieder
zweiter Ordrung auf der rechien Seite nicht geindert werden. Die
Klsmmer nimmt dadurch die Form an

— 3B
(1 24 4+ pe )

Wihlt man endlich s¥ 1 — 2.4 als Zeitvariable, und nennt man letztere
wieder 3, 50 hat man bei etwas gefinderter Bedeutung der Konstanten B:

&z,  0®
de = 9z,
a Bl . (7°)

Bei der Bestimmung der Bahnform | gehi man nun gensu vor wie im
Newronschen. Falle. Aus (7¢) erhXlt man zunkchst

ar*+r'de”
ds*

Eliminiert wan aus dieser Gleichung ds mit Hilfe von (10), so
crgibt sich, indem .man mit x die GroBe %— bezeichnet:

= 24— 2%,

dx\* 24, &
(T?E’) = FA IOt (r1)

welche Gleichung sich von der entsprechenden der Newronschen Theorie.
nur durch. das letzte Glied der rechten Seits unterscheidet.

a2
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Der vom Radiusvektor zwischen dem Perihel und dem Aphel
beschriebene Winkel wird demnach durch das elliptische Integral

= ' dz
o= s
24 a
——BT+F3—#+‘::

wobei a, und 2, diejenigen Wurzeln der Gleichung

2A  a
«F‘—-l-?ﬁr.b—x’ = = 0O
bedeuten, welchen sehr benachbarte Wurzeln derjenigen Gleichung ent-
sprechen, die aus dieser durch Weglassen des letzten Gliedes entsteht.
Hicrfir kann mit der. von uns zu fordernden Genauigkeit gesetzt

werden

¢=[1+al "'“”'f 4 [16]
Ve e=a) i—a
oder nach Entwicklung von (1—az)—*
-y

(x +:—:c)dz
2

V_ ("‘_d’:) (.‘F—ﬁ,) |

¢ =[14+a(z,+a,)]

Die Integration liefert
N P |

oder, wenn man bedenkt, daB «, und «, die reziproken Werte der maxi-
malen bzw. minimalen Sonnendistanz bedeuten,

= 3__* :
qe_.wr(r+2 a(x—o'))' (12)
Bei einem ganzen Umlsuf riickt also das Perihel um

t=3rﬁqf_—') {13)

im Sinne der Bahnbewegung vor, wenn mit ¢ die groSe Halbachse,
mit ¢ die Exzentrizitit bezeichnet wird. Faohrt man die Umlaufszeit T
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(in Sekunden) ein, so erhilt man, wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit in
cm/sec. bedeutet: : '

Te'(1—e)

Die Rechnung liefert tir den Planeten Merkur ein Vorschreiten des
Perihels um 43” in hundert Jahren, wihrend die Astronomen 45" == 5~
als unerkléirten Rest zwischen Beobachtungen und Nrwroxscher Theoric
angeben. Dies bedeutet volle Ubereinstimmung.

Fir Erde und Mars geben die Astronomen eine Vorwirtshewegung
von 11” bzw, ¢” in bundert Jahren an, wihrend unsere Formel nur
4" baw. 1" liefert. Es scheint jedoch diesen Angaben wegen der zn
geringen Exzentrizitit der Bahnen jener Planeten ein geringer Wert
eigen zu sein. MnaGgebend fir die Sicherheit der Konstatierung der

Perihelbewegung ist ibr Produkt mit der Exzentrizitit (e —%1—:-) Be-
trachtet man die fiir diese (rd8e von Newcows angegebenen Werte

£ = 247> (14)

.2

dE
Merkur . . .. 8.48*F*o0.43
Venus. . ... —0.05 *ko0.25
Erde...... o.10 %:o0.13
Mars...... 0.75 *x0.33,

welche ich Hm. Dr. FrzoxpLics verdanke, so gewinnt man den Eindruck,
dag ein Vorriicken des Perihels dberhaupt nur fir Merkur wirklich
nachgewiesen ist. Ich will jedoch ein endgiltiges Urteil hicritber
gerne den Fachastronomen dberlassen.

31



