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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo

Introduccion

La evolucién del electromagnetismo ha pasado desde los primeras observaciones y

experimentos, hasta la formulacién de las ecuaciones de Maxwell.

Observaciones y
Experimentos

Electrostatica y
Magnetosiaﬂca

: Leyes de Ampere, Faraday
Gauss, Laplace Polsson,... |

Ecuaciones de Maxwell
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James Clerk Maxwell. (13 Junio 1831 - 5 Noviembre 1879)

Las investigaciones de Maxwell sobre el electromagnetismo
le convirtieron en uno de los grandes cientificos de la
historia. Su libro " Treatise on Electricity and Magnetism"
(1873), es el mejor exponente de su teoria. Maxwell
transformo las ideas de Faraday en ecuaciones matematicas.

Maxwell desarrolld6 un modelo mecdnico para intentar
explicar la ley de la induccién de Faraday (un campo
magnético variable puede inducir campos
electromagnéticos). Plante la existencia de corrientes de
desplazamiento en los dieléctricos y dedujo que se podian
propagar ondas transversales a la velocidad de la luz.

La formulacién de las ecuaciones de Maxwell permite unificar las Leyes de Faraday,
Ampere y Gauss, y suponen uno de los resultados més relevantes de la Fisica
Matemética, junto con la ley de la gravitacién de Isaac Newton (1642-1727), la teoria
de la relatividad especial de Albert Einstein (1879-1955) y la ecuacién de onda en la

mecdnica cuantica de Erwin Schrodinger (1887-1961).
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 2

Las leyes de Maxwell se pueden escribir en distintas formas, en el dominio del tiempo o
de la frecuencia, en formato integral o diferencial.

Las ecuaciones de Maxwell relacionan las siguientes magnitudes

E Campo eléctrico Voltios/m

gl Intensidad del campo :

H magnético Amperios/m

“ Desplazamiento del campo : 2

D eléctrico Culombios/m

B Flujo del campo magnético = Weber/m®=tesla A veces se aqhnéum

7 Densidad de corriente Amperips/mz3 f@“&;";‘f c\ﬂi{; por.

P Densidad de carga Culombios/m simebnzar [on

oo cicnen .

comenke y codtgon
mc:\.gné\:i 9

En formato diferencial en el dominio del tiempo son

Ecuacion
piferenct
de Pimner orden

Las ecuaciones de Maxwell son el punto de partida para deducir la totalidad de las leyes
del electromagnetismo.

La relaci6n entre las cargas y las corrientes se denomina Ecuacién de continuidad ,
se puede deducir a partir de la ley de Ampere, calculando su divergencia.
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 3

Ecuaciones de Maxwell en el dominio de la frecuencia

En el espacio libre las corrientes y las cargas son cero y las ecuaciones de Maxwell se
pueden simplificar eliminando los términos correspondientes. Asimismo si las fuentes
varian arménicamente con el tiempo, las ecuaciones electromagnéticas y sus soluciones
se simplifican, utilizando para ello una notacién fasorial, de forma que las derivadas

respecto al tiempo se transforman en productos por el factor jo.
En medios materiales hay que considerar la relacién entre los vectores intensidad E.H

e induccién P:B utilizando la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética, que
en el espacio libre toman los valores

& =10°/367 F/m
Ko = 47107 H/m

En general

D=¢E=¢€¢€E
B=uH =y, pu,H

Los valores relativos de la permitividad y permeabilidad pueden ser reales o complejos
(medios sin pérdidas o con pérdidas) escalares o matrices (medios is6tropos_o
anisotrépos) , constantes o variables (homogéneos o inhomogéneos), sus valores pueden
depender de la amplitud de los campos (medios no lineales) o incluso tener efectos de
memoria (histéresis).

En este caso las ecuaciones de Maxwell para campos variables sinusoidalmente se
pueden escribir como

sac € du
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 4

Ecuaciones de Onda para los Campos

Las ecuaciones de Maxwell son la base para deducir las leyes del Electromagnetismo,
mediante manipulaciones matemdticas, utilizando las bases del célculo diferencial y
vectorial.

Una de las consecuencias mds importantes es la ecuacién de onda para los campos
eléctricos, que en el espacio libre, sin fuentes, toman la forma de ecuaciones
diferenciales vectoriales homogéneas.

El precic o pagoes ( ] af :
Senlnds selen VE+o’usk =0

La solucién de las ecuaciones de onda toma la forma de ondas, que dependiendo de las
fuentes y las condiciones de contorno, pueden tomar formas muy diversas.

Las fuentes puntuales crean ondas esféricas. Varias fuentes puntuales producen ondas
en todas las direcciones del espacio, que en cada direccién tienen una amplitud
diferente. Dichas ondas, lejos de las fuentes pueden considerarse ondas planas. Por
ejemplo la radiacidn solar, observada desde la tierra es una onda plana.

Los experimentos de Heinrich Rudolf Hertz (Hamburgo 22
de Febrero de 1857- Bonn 1 de Enero de 1894), permitieron
demostrar que la luz era una radiacién electromagnética. Entre
los afios 1885 y 1889, siendo profesor de Fisica en el
Politécnico de Karlsruhe, consiguié producir ondas
electromagnéticas en el laboratorio, midiendo su longitud de
onda y velocidad.

Demostré que dichas ondas se comportaban como la radiacién
luminosa, con los mismos fenémenos de reflexion y refraccién.

La deduccién rigurosa de las soluciones de la ecuacién de onda es muy simple para la
ecuacién escalar, en los problemas abiertos y sin obstdculos, pero se convierte en un
problema realmente complejo en medios inhomogénos, anisétropos, no lineales y
cuando las dimensiones del problema es del orden de varias longitudes de onda.
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 5

En la actualidad se estdn dedicando miles de investigadores a resolver dicho problema
con multitud de variantes y en aplicaciones de antenas, propagacién, microondas, radar,
Optica, comunicaciones, etc.

Las ecuaciones de Maxwell, desde un punto de vista matemdtico son un sistema de
ecuaciones diferenciales vectoriales de primer orden, apareciendo entremezclados los
campos eléctricos y magnéticos. A continuacion se van a obtener unas nuevas
ecuaciones diferenciales inhomogéneas, de segundo orden donde se encuentren
separados los campos.

Tomando el rotacional de la Ley de Faraday se obtiene la ecuacién de onda para el
campo eléctrico

= L 5 o con las coerdencdan enpauo.la./r)
VXE=—jouH sale Supeniendo \"‘Gmﬁfj&‘&dﬂ-& (nevona
j 3 n i/utm P

VxVxE:—ngVxH

= o5 0 A = - = r
VV-E-V'E=—jou(J + joeE) S considerasemes cargan magnetican, en
el ade dareche Q_Pm'ece.ﬂm dor

. S
V’E + @’ UeE = jaul +V(E) £ MiNGS M.

Tomando el rotacional de la Ley de Ampére se obtiene la ecuacién de onda para el
campo magnético.

VxH =J + jweE

VXVxH =VxJ+ joeVxE
VV-H-V?H =VxJ +w’ucH
VH + @’ ueH =-VxJ

Las dos ecuaciones de onda inhomogéneas para los campos son

Como se puede observar, la relacion entre los campos y las fuentes no es directa,
apareciendo operaciones vectoriales (divergencia y rotacional) de las cargas vy

corrientes.
r s
VB oeE T ivis]
+o ugk = jouJ +V(—) ¢
& §
2717 2 r 7 -
V'H+o ' usH =-VxJ
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo

Ecuaciones de onda para los potenciales

Para simplificar el cilculo de los campos eléctricos y magnéticos se puede recurrir a una
funciones potenciales escalar y vector, que simplifiquen los cdlculos.

El potencial vector se puede definir teniendo en cuenta la ley de Gauss para el flujo

magnético. Si se define B como el rotacional de un vector, autométicamente se cumple
que la divergencia es cero.

V-B=0
B=VxA < exi‘_}'o esto
El potencial escalar se puede definir a partir de la Ley de Faraday y de la definicién del

potencial vector. Teniendo en cuenta que el rotacional del gradiente de una funcién es
cero, se puede definir el potencial escalar como:

VxE:—jw;zH
VXE=—jo(VxA)
VX(E— jwA)=0
E- jwA=-V®
E=—jwA-V®

La ley de Ampere y las definiciones anteriores nos permiten obtener la siguiente
ecuacidén de onda para el potencial vector eléctrico.

VxH =J+ joeE

VXVXA=ul + joue(-Ved - joA)
VV-A-V2A=ul + joue(-Vo - jwA)
A+ ued=—pl +V(V - A+ jousd))

Utilizando la Ley de Gauss para el campo eléctrico se obtiene la ecuacién de onda para
el potencia escalar

o
&

V.(—joA-va)=L
£

Vzrb-e-a)lp.stb:—~§+(—jwV-A+w1ye¢W
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 7

Se ha definido el campo magnético a partir del rotacional del potencial vector, pero es
necesario definir también su divergencia. Esta relacién se denomina condicién de
Lorentz.

V-A+ jousd=0

Es posible simplificar las expresiones de las ecuaciones de onda para los potenciales.

HemOS frd_e S‘&COPlClOLD
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Solucion de la ecuacion de Onda inhomogénea

Los campos eléctricos y magnéticos y el potencial eléctrico estdn relacionados con las
fuentes (cargas y corrientes) mediante la ecuacién de onda vectorial inhomogénea. El
potencial escalar estd relacionado con la carga mediante la ecuacién de onda escalar
inhomogénea.

Un primer paso para resolver los problemas con fuentes es resolver el problema
inhomogéneo, tanto escalar como vectorial, en los distintos sistemas de coordenadas.

Podenor halles  En un segundo paso se encontrardn las funciones de Green de la ecuacién de onda.

ia SEJQALIEQ\-@L Las funciones de Green son las soluciones cuando la fuente es un delta. < ecutcicn dsondos encalos
MeQIoNT={
jollLCi o/ " ’ 5 5 >
ci‘:"l_;_ Y Enel caso mds complejo, las fuentes pueden ser vectoriales, y la solucién de la ecuacion .
[ST=%% de onda también serd vectorial En este caso serd necesario obtener las funciones << scuac E/\
da Green diadicas de Green, que permiten por ejemplo relacionar el campo eléctrico en una de oncl i
é@?ﬁhﬁu on  determinado problema con las corrientes, que pueden tener cualquier orientacién en el vecken
do Los Mﬁ} espacio.
4 La ecuacién de onda escalar homogénea, (en ausencia de fuentes) se puede escribir
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 8

La solucidn de esta ecuacién permite disefiar innumerables dispositivos y resolver
problemas como los de propagaciéon de ondas en entornos complejos. Aunque
aparentemente es simple, hay casos donde no ha sido posible encontrar soluciones
analiticas. Hay innumerables ejemplos, pero uno muy simple podria ser un cubo
metdlico iluminado por una onda plana. Se conocen las soluciones para los campos en el
interior de un resonador en forma de cubo, pero no en el exterior, por lo menos de una
forma simple y hay que recurrir a métodos aproximados en baja frecuencia, cuando el
objeto es comparable a la longitud de onda, o en alta frecuencia, cuando las dimensiones
del objeto son muy superiores a la longitud de onda.

>

La ecuacién de onda escalar se puede resolver de forma analitica en diversos sistemas
de coordenadas (cartesianas, cilindricas, esféricas, esferoidales, etc). Se puede resolver
mediante el método de separacién de variables, en forma de productos de series. Los
coeficientes de las series se determinan a partir de las condiciones de contorno del
problema.

La ecuacién de onda vectorial se puede resolver para cada una de las componentes de
los vectores. En principio cabria pensar resolver como minimo 3 ecuaciones, para cada
una de las componentes del vector, pero se puede demostrar que es suficiente con
obtener 2 soluciones linealmente independientes.

En algunos casos la ecuacién de onda se puede resolver directamente. Los casos mas
simples son los del espacio libre, sin ningin tipo de obsticulo y también son
relativamente simples los casos con simetrias.

A continuacién se planten varios casos muy simples de soluciones, que equivalen a la
solucion elemental de las ondas planas, cilindricas y esféricas.

Electromagnetismo Avanzado Aplicado a las Comunicaciones
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 9

Ondas planas

En coordenadas cartesianas, si no hay variacién en la direccién x y tampoco en la

direccién y, la ecuacién de onda tiene la solucién conocida de ondas planas

unidimensionales. €l a.rgeoméf‘ri i os pesntbas-do.
Jone conkanke o2 un plone

VQ+k'Q=0
r

9Q _,

ox

Q@ _,

dy

3203 03
+E°Q=0

97°

~
QO =Ae ™ +Be™

Como se puede observar, la expresién obtenida equivale a dos ondas planas que se
propagan en el sentido positivo y negativo del eje z. El caso indicado es muy simple y
podria ser la solucién de la radiacién de una ldmina bidimensional de corrientes en el
espacio libre. Cada una de las ondas representaria la solucién en un semiespacio.

Ondas cilindricas

La solucién de la ecuacion de onda en coordenadas cilindricas, con la condicion de no
variacién en las direcciones ¢,z se puede obtener facilmente a partir de la expresion de

2 o & . i . .
V? en cilindricas y de las soluciones de la ecuacién diferencial de Bessel.

VIQ+kQ=0
9Q _,
0z
9 _,
a9
2
. %+ia—g+k29=0
op* pop

Q=AH) (kp)+BH (kp)

Las funciones H que se obtienen son las funciones de Hankel modificadas de primera y
segunda especie, que tienen un comportamiento asintotico como
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Unidad 1 Fundamentos del Electromagnetismo 10

—Jjkp

HP (kp) ==
N

H[l)(k ) eij‘

o kP :\/_
P

Las expresiones obtenidas representan ondas cilindricas que se propagan en la direccién
radial en-el sentido de radios crecientes y decrecientes. La solucién indicada podria ser
la solucién de la radiacién de un hilo conductor infinito, situado en el eje z.

Ondas esféricas

En coordenadas esféricas en el caso de que haya simetria en trono al origen, sin
variacién respecto a las variables angulares, la solucidn de la ecuacion de onda en con la
condicién de no variacién en las direcciones 6, es

VIQ+k'Q=0
s _
d¢
0Q
o,
28
2’Q 290
+5—+kQ=0
or* r or
— jkr jkr
Gt g S
dr dr

La solucién se obtiene como superposicién de dos ondas esféricas, progresiva (desde el
origen a infinito) y regresiva, en sentido contrario. Podria ser la solucién a la radiacién
de una fuente puntual situada en el origen de coordenadas.
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